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We study the existence of global fundamental solutions of bi-invariant linear dif- 
ferential operators on the direct product G = H x K, where H and K are Lie groups, 
K compact. Using the partial Fourier transform on K, we prove that a b&invariant 
operator P on G admits a fundamental solution on Ux K (with U open subset of 
H) if and only if its partial Fourier coefficients satisfy a condition of slow growth 
and each one admits a fundamental solution on U. Hence we deduce an explicit 
necessary condition for the existence of a global solution for P on G. 
We also give a suficient condition for the existence of a fundamental solution of 
P on G in the case where the group H is solvable and simply connected. Using 
Rouviere’s method, based on L* inequalities, we show that a differential operator 
satisfying this condition has a fundamental solution on every relatively compact 
open subset of G (i.e., a semiglobal solution). It follows that P has a fundamental 
solution on G: use of the notion of P-convexity enables us to obtain global 
solutions from semiglobal solutions. 
We also prove the existence of a global fundamental solution for every nonzero 
bi-invariant operator on a simply connected solvable Lie group. h3 1988 Academtc 
Press, Inc. 
Introduction. Notations 1. Quelques r&dtats g&t+aux. 1. Transformation de 
Fourier partielle. 2 Solutions blementaires. 3. Une condition necessaire. 4  P-con- 
vexitt. II. P-convexit de H x K. 5. P-convexite de H x K et “convexite uniforme” 
de H. 6. Schema de la demonstration de la proposition 5.2. 7. Etude du cas 1. 
8. Etude du cas 2. 9. Etude du cas 3. IO. Etude du cas 4. III. Condition suffante 
de rksolubilitk globale. 11. Definitions et notations. 12. Une condition suflisante. 
INTRODUCTION 
1. Le problkme Ctudit: dans cet article est celui de l’existence de 
solutions kltmentaires pour des oph-ateurs difftrentiels lintaires invariants 
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sur certains groupes de Lie. Rappelons rapidement les resultats connus. 
L’existence d’une solution Clementaire globale a tte Ctablie pour tout 
operateur a coefficients constants ur Iw” (Ehrenpreis [IS] et Malgrange 
[ 121) et pour tout operateur bi-invariant surun groupe de Lie simplement 
connexe nilpotent (Raik [ 13]), et exponentiel (Duflo et Rai’s [6]). Si le 
groupe est resoluble simplement connexe, Duflo et Rak [6] ont prouvt 
l’existence d’une solution elementaire locale t Rouviere [14] celle de 
solutions Ckmentaires semi-globales (c’est-a-dire sur tout ouvert 
relativement compact). 
Dam tous les cas ci-dessus les groupes consider& sont simplement 
connexes. Cette hypothese st essentielle comme le montrent les travaux de 
Cerezo et Rouviere [3]. En effet, dans le cas oti le groupe de Lie G est le 
produit direct K x W, ou K est un groupe de Lie compact connexe, ils ont 
trouve une condition necessaire et suftisante pour qu’un operateur 
invariant a gauche sur G admette une solution elementaire globale sur G. 
Cette condition qui Porte sur les coefficients de Fourier partiels de 
l’operateur n’est pas toujours atisfaite. 
Helgason [lo] a montre l’existence d’une solution eltmentaire locale 
pour un optrateur bi-invariant surun groupe de Lie semi-simple non com- 
pact. Entin, Benabdallah et Rouviere [2] ont etabli l’existence d’une 
solution elementaire globale pour l’operateur de Casimir d’un groupe de 
Lie reel semi-simple, connexe et de centre fini. 
Le but de cet article est d’ttudier I’existence de solutions globales dans le 
cas du produit direct H x K, ou H est un groupe de Lie resoluble sim- 
plement connexe et K un groupe de Lie compact, et de generaliser ainsi le 
rtsultat de Cerezo et Rouviere. 
2. Le groupe K etant compact, par transformation de Fourier partielle 
sur K, on ramene le probleme Ctudie sur G a un probleme quivalent sur le 
groupe H. On demontre en effet (2.1, theoreme) que si U est un ouvert 
quelconque de H, l’operateur P admet une solution ilementaire sur le 
produit U x K si et seulement si ses coefficients de Fourier P,, admettent 
chacun une solution elementaire sur U et satisfont a une condition de 
croissance l nte. 
En appliquant cette condition a des fonctions particulieres on ttablit 
alors (3.1. theoreme) une condition ecessaire d’existence d’une solution 
elementaire d P sur tout ouvert U x K de G (oti U est un ouvert de H). 
Cette partie de l’etude suit d’assez pres le cas du produit K x R” et 
n’utilise pas d’idee nouvelle par rapport a la demonstration de Cerezo et 
Rouviere pour H = Iw” [3]. La condition ecessaire obtenue ici est 
d’ailleurs identique a la condition ecessaire etsufhsante obtenue pour 
H = W. Si cette partie de la demonstration segeneralise bien au cas d’un 
groupe de Lie H quelconque il n’en est pas de m&me pour la reciproque. 
Celle-ci utilisait en effet de facon essentielle a transformation de Fourier de 
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IR” et la formule d’inversion de Fourier. Pour un groupe de Lie H quel- 
conque, on ne sait pas montrer que cette condition ecessaire est aussi 
suffkante, bien que cela soit probable. Cependant, si H est resoluble sim- 
plement connexe, on obtient par d’autres methodes une condition sufisante 
relativement voisine. 
3. L’idee st d’utiliser d ssolutions elementaires semi-globales des P, 
sur H, veritiant les majorations voulues, pour construire d s solutions semi- 
globales de P sur G, puis une solution tltmentaire globale de P sur G grace 
a la notion de P-convexite. 
On demontre en effet le resultat general suivant: si G est un groupe de 
Lie et P un operateur differentiel lineaire sur G, alors P a une solution 
Clementaire sur G et PC”(G) = C=(G) si tout compact de G est contenu 
dans un compact ‘P-plein de G et si P a une solution Clementaire sur tout 
ouvert relativement compact de G (4.1. thtoreme). La demonstration dece 
resultat ne fait intervenir que des methodes generales d’analyse fonction- 
nelle. 
On en deduit (4.2. corollaire) l’existence dune solution elementaire 
globale pour tout operateur bi-invariant sur un groupe de Lie resoluble 
simplement connexe. 
4. La P-convexite du groupe G correspond, par transformation de
Fourier partielle, a une propriete de “convexite uniforme” du groupe H 
pour la famille des P,. Cette propriete est demontree pour H resoluble 
simplement connexe (5.2. proposition), par des mtthodes inspirtes par 
deux articles de D. Wigner [ 16, 171. Ces articles concernent un seul 
operateur differentiel et notre travail a consiste a ttudier la facon dont les 
constructions utilisees dependent de l’operateur. Au passage on a degagt 
des resultats algebriques sur le centre de certaines algebres enveloppantes 
(7.5, 8.8, 9.2, 9.3 et 9.6). 
Si H est nilpotent, on obtient une “enveloppe pleine” pour tout 
operateur bi-invariant (g ntralisation a u groupe nilpotent del’enveloppe 
convexe d’un compact de KY: 5.3. remarque). 
5. Si le groupe H est resoluble simplement connexe, l’existence de 
solutions Cltmentaires semi-globales pour chaque P, a CtC Ctablie par 
Rouviere [ 143 par une mtthode d’intgalitts L*. Si Q est un operateur dif- 
ferentiel lineaire, bi-invariant sur H, on construit par “derivations” suc- 
cessives de Q, un operateur Q’, bi-invariant sur le groupe derive de H, et 
on montre que Q et Q’ verifient une inegalite L*. On peut ainsi, enr&t&ant 
le procede, abaisser l’ordre d Q jusqu’ a obtenir un operateur d’ordre zero, 
qui est essentiellement un des coefficients de Q. On a done ttt amene a 
introduire lanotion de “coefficients gagnants” de l’operateur Q, ces der- 
niers etant ceux des coeffkients de Q susceptibles d’intervenir dans 
l’intgalite finale. 
580’77,2-3 
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6. En appliquant cette mtthode a la famille d’operateurs ‘(P,), et en 
prtcisant ici encore la dependance des majorations par rapport a 
l’optrateur, lesinegalitts obtenues, ainsi que la condition de croissance 
lente du debut, fournissent une condition suflisante d’existence d’une 
solution eltmentaire pour I’operateur P stir tout ouvert relativement com- 
pact de G. Cette condition sutlisante (12.1, thioreme) est du m&me type que 
la condition ecessaire d ja trouvee, mais elle Porte sur les coefficients 
gagnants des operateurs ‘(P, ), alors que la condition necessaire portait sur 
tous les coefficients des operateurs P, ou ‘(P,) (cf. 3.2. remarque 4). 
Une partie des resultats de ce travail, dans le cas Hx Tp, avec H 
nilpotent simplement connexe, a fait I’objet d’une note aux Comptes- 
Rendus de 1’Academie des Sciences [11. 
Je tiens g exprimer ici ma profonde reconnaissance a Francois Rouviere 
qui m’a suggere cette tude. Ses conseils etses encouragements ont ete pour 
moi un soutien tres precieux. 
NOTATIONS 
II& @, N, Z et Q dlsignent l’ensemble des nombres reels, complexes, 
entiers naturels, entiers relatifs et rationnels respectivement. 
Sauf mention du contraire, les groupes et algebres de Lie consider& sont 
des groupes et algebres de Lie reels. Les groupes implement connexes ont 
supposes connexes. 
Si G est un groupe de Lie, on note g son algebre de Lie , g* le dual de g, 
e ou e, l’element eutre de G, exp l’application exponentielle de g sur G, et 
ad la representation adjointe de g. 
L’algebre d rivte D g est l’ideal deg engendre par les [X, Y], pour X et 
Y dans g, et le groupe derive DC est le sous-groupe connexe de G d’algebre 
D g. 
Soit U(g) l’algebre enveloppante compl&x.@e (sauf mention du con- 
traire) deg, et soit Z(g) son centre. Les elements de U(g) sont identifies a 
des operateurs differentiels lineaires invariants a gauche sur G et a coef- 
ficients complexes, ceux de Z(g) correspondant aux operateurs bi- 
invariants sur G. U(g) est engendree par les champs de vecteurs X deiinis 
Par 
pour XE g, g E G etf E C”(G), ou C%(G) dtsigne l’espace d s fonctions C”
sur G, a valeurs complexes. 
Tous les operateurs differentiels con ider& ici sont lineaires. Si PE U(g), 
on note deg P l’ordre de P. 
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Si h est une sous-algebre de Lie de g, l’algebre enveloppante complexiliee 
U(h) s’identilie a une sous-algebre d U(g) et on a U(h)n Z(g) = 
Z(h) n Z(g). 
Pour f E C=(G), on note supp f le support de f 
Si U est un ouvert de G, l’espace 9(U) des fonctions C” a support com- 
pact dans U, est muni de sa topologie usuelle. Soient 9’(U) son dual et 
( , ) le crochet de dualite. 
PourfEB(U) et UE N, on note 
Ilfll.= c sup Iv-l 
xcN” 
1x1 GO 
ou pour tl=(~(i,...,~), luI=c~, + ... +a,, cr!=a,!cr,!...cr,! et Y=
JqIq2.. . pn 
Si C est “un compact de G, 9(C) designe l’ensemble d s fonctions f de 
9(G) telles que supp f c C. 
On note 6 ou 6, la mesure de Dirac a l’element eutre de G. 
Soit d, g une mesure de Haar a droite de G. Notons II II ou 11 II U la 
norme de L2( U, d, g). On identifiera leselements f de 9(U) aux mesures 
f. d, g. Si P est un operateur differentiel sur G, on d&it le transpose ‘P de 
P par 
pour TE 9’(U) et f E 9(U). 
Alors U(g) et Z(g) sont stables par passage au transpose car, pour XE g, 
‘X= -x. 
Si (X,, . . . . X,) est une base de g, posons pour f E 9(U) et m E N 
Ilf Ilm,” = ( 1 Ilm)“z. 
\lzl sm / 
Si A est un operateur lintaire sur un espace de Hilbert et si A* est son 
adjoint, on note II A 11”s la norme de Hilbert-Schmidt e A, c’est-a-dire 
11‘4 IIHS =J== ou tr AA* est la trace de AA *. 
Enlin si V est un espace vectoriel, End(V) est l’espace vectoriel des 
endomorphismes de V. 
I. QUELQUES RBSULTATS GI~NBRAUX 
1. Transformation de Fourier partielle 
1.1. Dans tout l’article K dtsigne un groupe de Lie compact connexe et 
k son dual. 
266 FRANCOISE BATTESTI 
Dans chaque classe A E R on choisit un representant, encore note A. 
Soient H, l’espace d representation de A et d(A) = dim H, . 
Soit dk la mesure de Haar de K de masse 1. 
Si f est une fonction integrable sur K pour la mesure dk, la transformee 
de Fourier f de f est detinie par 
,T(A)=J f(k)A(k ‘)dk, pour AE~. 
K 
Si f est une fonction C” sur K, nous disposons d’une formule d’inversion 
de Fourier: 
f(k)= c dkWrC&U 4W pour keK. 
AGR 
La convergence de cette serie st absolue, uniforme sur K. 
1.2. Soient H un groupe de Lie quelconque t G le produit direct H x K. 
Soit P un operateur differentiel lineaire sur G, invariant a gauche ou a 
droite par K. 
Notons P,, A E k, les coefficients de Fourier partiels de P. Les P, sont 
des operateurs differentiels sur H, a coefficients dans End(H,), d&is par: 
pour ,f E Ca’( H), x E H, k E K, A E k, 
P.r,/c(f(x) n(k)) = n(k)(p,f )(x) 
si P est invariant a gauche par K, et 
P.,k(f(x) n(k)) = (P/tf)(x) n(k) 
si P est invariant a droite par K. 
La notation P.,,, signifie que l’operateur P agit sur les deux variables x 
dans H et k dans K. 
On a done dans les deux cas 
(Pnf )(x)= Pr,A.f(x) A(k))lk=r 
pour ,4 EI?, f l F(H), XE H. 
Si P est bi-invariant parK, alors les P, sont des optrateurs scalaires sur 
H (on notera aussi P, le scalaire correspondant). De plus, si P est bi- 
invariant par H, les P, le sont aussi. 
1.3. EXEMPLE IMPORTANT. Soit k I’algebre d Lie de K. Soit (Y,, . . . Y,) 
une base de k telle que l’operateur A = c,‘=, q soit bi-invariant. 
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Posons D = 1 -A, et pour a E IV, D” = (1 - A)“. Les operateurs D” sont 
bi-invariants par K. Leurs coefficients de Fourier sont done des 
homotheties. 
Notons, pour n E k, D, = N(A) Id,,,. 
Alors, pour tout QE kJ, nous avons 
(DO),, =N(/t)“Id,,,. 
Cette famille d’operateurs jouera un role particulier dans la suite. 
1.4. Soient U un ouvert de H et E une distribution surU x K. 
Les transformees de Fourier partielles E(x, A) de la distribution E sont 
les distributions surU a valeurs dans les espaces End(H,) dtfmies par 
pour nERetfEg(U). 
Soit 9’( U, End(H,)) l’espace des distributions sur U a valeurs dans 
End( H,). 
La proposition suivante nous fournit une caracterisation des dis- 
tributions sur U x K; sa demonstration n’offre pas de difficulti: (cf.[3]). 
PROPOSITION. Une famille de distributions E, E9’( U, End(H,)), A E k, 
est formPe des transformkes de Fourier partielles E(x, A) d’une distribution E 
sur U x K si et seulement si, pour tout compact C de U, il existe une 
constante A > 0 et des entiers naturels a et b tels que 
pour tout A E R et toute fonction f e 9(C). 
Dans ce cas nous avons 
E= c d(A) tr[E,,n(k)] 
AER 
au sens des distributions, et, pour tout A E I?, 
E(x, A)=E,. 
Si P est un operateur differentiel invariant a gauche sur G et si E est une 
distribution surG, on a, pour A E I?, 
E(x, A) = P, E(x, A), 
l’operateur P, agissant sur la variable x. 
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1.5. L’algebre d Lie g de G est le produit direct h x k, ou h et k sont les 
algebres de Lie de H et K respectivement. 
Soient (X, , . . . . X,,) une base de h et (Y, , . . . . Y,) une base de k. Si P est un 
operateur de U(h x k), 
P= c axB x* Yp avec aa,{ E @, 
xEw,ptNP 
alors les coefficients de Fourier P, de P s’ecrivent 
P, = 1 agp YtX’ 
-0 
oti Y$=(Y,,? (Y) 22.. . (Y,,)?, et pour YE k, 
Y, =$A(exp tY)lrzo. 
Enfin, si ,4’ designe la representation c tragrtdiente de A, dttinie par 
VkEK, /l’(k) = ‘A(k-I), 
alors l’application ,4 I--+ A’ est une bijection de I? et on a d(A’) = d(A), 
N(A’) = N(A) et 
(‘P)n = ‘(P,.). 
2. Solutions elementaires 
2.1. Nous allons maintenant etablir une condition ecessaire etsuf- 
fisante d’existence dune solution elementaire pour un operateur differentiel 
bi-invariant P sur le produit direct G = H x K. 
Rappelons que si s2 est un ouvert de G, une solution tlementaire E de 
l’operateur P sur 52 est une distribution sur Q qui verifie l’equation 
PE=6,. 
THBORCME. Soient H et K deux groupes de Lie, H quelconque, K compact 
connexe et U un ouvert de H. Soient P un operateur drfferentiel lineaire, 
hi-invariant sur H x K et, pour A E I?, P, ses coefficients de Fourier partiels. 
Pour que I’opdrateur P ait une solution elementaire sur U x K, il faut et il 
suffit gu’il existe, pour chaque A E $ une distribution E, sur U telle que l’on 
ait 
P,E,(x) = d,(x) 
OPBRATEURS DIFFfiRENTIELS INVARIANTS 269 
et 
pour tout compact C de U, il existe une constante A >O et des 
entiers naturels a et b tels que 
vf~9(C), VAE$ I (E,,,f>l <ANA)” Ilfllb. (2) 
2.2. Si le groupe H est nilpotent simplement connexe et U = H, nous 
disposons, pour chaque A E k, d’une solution elementaire E, de P,, don- 
n&e par la mtthode de Rai’s [13]. Or en general a condition (2) du 
theoreme n’est pas satisfaite parla famille (E,),, Ed des solutions de Rais 
(bien que celles-ci soient empertes), m&me si l’optrateur P admet une 
solution Clementaire sur H x K. 
Considerons en effet sur le groupe F! x T2 (avec T = F!/27c Z) l’opt- 
rateur P = Pi - f3: oti P, = -i(a/#,) + cfi(8/83,) + 4, i2 = - 1, a = 
CjG N (( - l)‘/f$(j)) avec d(O) = 1 et d(j+ 1) = 2mci’. On a pour m E Z2, P, = 
+a;, od 1, = Im, ---am, +fl #O (car IX&Q). 
D’apres [15, p. 2361, pour chaque meZ2, parmi toutes les solutions 
Clementaires de l’operateur P, seule une est temperee sur [w. Elle correspond 
done a la solution de Rai’s; oit 
cette solution. 
En considerant une suite infinie (mj)j, N d’elements de Z2, telle que la 
suite Cnm,)js N tende vers zero quand j tend vers l’infini, on peut montrer 
que la famille (E,),, z 2 ne vtritie pas (2). En effet, dans le cas contraire, 
pour tout compact C de [w et chaque f E 9(C), il existerait uneconstante 
A > 0 et un entier nature1 a tels que, pour tout m E E2, on ait 
~QA(l+lml)” 
ILI 
oh (m I = I m, ) + ) m2 1, ce qui est faux d’apres [3, p. 5701. 
Cependant l’optrateur P a une solution Clementaire sur [w x T2, puisque 
la condition necessaire etsuffisante de [3, (20’), p. 5783 est satisfaite. Cette 
solution Clementaire est don&e par la famille (Em),,,, z2, avec 
0l.i ti E WR), ci;(x, = $( -x) P our tout XE [w et a, est un reel positif con- 
venablement choisi. 
Les distributions E:,ne sont pas temperees ur Iw mais se laissent bien 
majorer. 
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Cet exemple montre que l’on ne peut pas utiliser les solutions de Rays 
(dans le cas H nilpotent simplement connexe) pour resoudre notre 
probleme. La generalisation naturelle d la construction des distributions 
E:, au cas d’un groupe de Lie H ferait appel a la theorie des representations 
et a une technique de “dtcalage” dans le plan complexe. Nous aurons 
recours dans ce travail a d’autres methodes. 
2.3. LEMME. Soit P un operateur difjferentiel lineaire sur G, bi-invariant 
par K, et soit U un ouvert de H. Alors I’existence sur U x K d’une solution 
Plementaire pour P equivaut a celle d’une solution Clementaire K-centrale. 
Rappelons qu’une distribution F sur G est dite K-centrale si(F(x, k), 
$(x, k,kk,y’)) est independant de k,, pour II/ Ed. 
Demonstration. Si E E 9’( U x K) est une solution elementaire d P sur 
CT x K, considtrons ladistribution F detinie sur 9( U x K) par 
(F(x, k), $(x, k)) = E(x, k), j $(x, k’kk’-‘) dk’ 
K > 
ou Ic/ E 9( U x K) et dk’ est la mesure de Haar de masse 1 de K. 
On verifie alors aisement, eneffectuant des changements de variable, que 
la distribution F est une solution Clementaire K-centrale d P sur U x K. 
2.4. LEMME. Soient U un ouvert de H et F une distribution K-centrale sur 
Ux K. 
Alors les coefficients de Fourier partiels p(x, A) de F sont des distributions 
sur U a valeurs dans l’ensemble des homotheties de H,. 
Demonstration. En effet, pour chaque 1(1 E 9( U), (F(x, k), $(x)) est 
une distribution ce trale sur K, done ses coefficients de Fourier commutent 
aux A(k’), k’ E K. D’ou la conclusion par le lemme de Schur. 
2.5. LEMME. I1 existe une constante A > 0 et un entier nature1 a tels que, 
pour tout A E K, on ait 
1 <d(A) <AN(A)“. 
Demonstration. I1 est clair que d(A)> 1 puisque d(A) =dim H, E N*. 
D’autre part, la mesure de Dirac 6, &ant une distribution surK, il existe 
une constante A > 0 et un entier aE N tels que 
VflE$ /I J,(A) /I Hs d AMA )“. 
Mais zK(A) = Id,, et /I b,(A) \lns = Jdo d’oh la conclusion. 
OPkRATEURS DIFFhRENTIELS INVARIANTS 271 
2.6. Dkmonstration du thPorPme 2.1. Soit P un operateur differentiel 
lineaire, bi-invariant surG, et soit U un ouvert de H. 
Si l’operateur P admet une solution elementaire E sur U x K, d’apres les 
lemmes 2.3 et 2.4, on peut supposer que les coefficients de Fourier partiels 
E(x, A) de E sont des distributions scalaires, soit 
&, (1) = E,,(x) Id,, 
oti Ad-t, E,(x)EY(U). 
L’operateur P ttant bi-invariant par G, l’equation PE = 6, est 
equivalente, par transformation de Fourier partielle sur K, A 
V/kit, PA E/l(x) = 6,(x) 
ou les coefficients de Fourier P, de P sont des scalaires. 
Pour que P ait une solution Clementaire sur U x K, il est done necessaire 
et suffisant qu’il existe, pour chaque A E k, une distribution E, sur U telle 
que P, E,(x) = 6,(x) et que la famille (E,(x) Id,,), ER de distributions sur
U a valeurs dans End(H,) soit formee des coefficients de Fourier partiels 
d’une distribution surU x K. 
Par la proposition 1.4, cette dernibre condition se traduit par les 
inegalites 
II (E, Id,,,f) /IHs <ANA)” II.fllt,, 
qui s’ecrivent plus simplement 
I (E/,2 f>l6AN~Y’ Ilfllt, 
grace au lemme 2.5 puisque 
IIUId/,nllm = IUI ,/44, 
d’ou le theoreme. 
3. Une condition kcessaire 
3.1. Soit P un operateur differentiel l neaire, bi-invariant surG et soit U
un ouvert de H, contenant eH. 
Nous allons maintenant dtduire du theoreme 2.1 une condition explicite 
portant sur les coefficients des P, dans une base de U(h). 
Supposons que l’opkrateur P ait une solution Clementaire sur U x K et 
done que les distributions E, E 9’(U) du theoreme 2.1 existent. 
Soit C un compact de U et soit $ E 9(U) telle que supp $ c C et 
*(eH) = 1. 
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En appliquant la condition (2) a la fonction f = ‘(P,,)$, on obtient 
l’existence d’une constante A, >O et d’entiers naturels a et b tels que 
pour tout A ER (car(E,, ‘(Pn)ll/> = 1). 
D’autre part, avec les notations de 1.5, si 
P== c a,,, X” Yp, alors P, = 1 C 
CXEN”./SENP 
5( ( Ir ad!+T 
et, P etant bi-invariant, pour chaque CI l’endomorphisme & agp Y$ est une 
homothetie a,(A) Id,,*, oti a,(A) E @, d’oti P, = C, a,(A) A’” Id,,. On en 
deduit 
II’(P,)~llh GC lax( lI’(J?ll/llh~ 
a 
11 existe une constante A’ > 0 et un entier nature1 b’ tels que 
II ‘(WlcI lh GA’ II $ II/J 
pour c( EN” tel que ) LY I< deg P. 
On en dtduit une intgalite d la forme 
c’est-a-dire 11 P, II 3 AN(A)-” oti, pour Q = C,, Nn a%X’, on note /I Q II =
c XEN” 141. 
On a done le theoreme: 
TH~OR~ME. Soient H et K deux groupes de Lie r&e& H quelconque, K
compact connexe, U un voisinage ouvert de I’kIPment neutre de H. Soit P un 
ophateur diffPrentie1 linkaire, bi-invariant sur le produit direct H x K, et 
soient P, , A E I?, ses coefficients de Fourier partiels. 
La condition suivante: 
3A>0,3UEN,VAEk, IIP, II 2 ANA)-” 
est une condition tkessaire d ‘existence d ‘une solution Ckmentaire sur U x K 
pour l’opdrateur P.
3.2. Remarques. (1) Cette condition est independante du choix dune 
base (Xi) de h, car l’ordre des optrateurs P, &ant major& nous n’utilisons 
en fait que la restriction de la norme 11 11 a un sous-espace d U(h) de 
dimension linie, ten dimension linie toutes les normes sont Cquivalentes. 
OPkRATEURS DIFFiRENTIELS INVARIANTS 273 
(2) Cette condition nkcessaire est aussi sufhante lorsque H = R” (cf. 
[3]). La suite de l’article a pour but d’ktablir une rkiproque partielle lors- 
que H est plus gtnkralement r&soluble simplement connexe. 
(3) Dans le cas oti K=TP, cette condition fait intervenir des 
proprittts arithmttiques des coefficients (cf. 2.2). 
(4) La condition ntcessaire trouvte Porte sur les normes 11 P, I/, mais 
il est facile d voir, au tours de la dkmonstration, que celles-ci peuvent &tre 
remplackes par les normes 11 ‘(P,) 11. La condition suffkante d 12.1 portera 
sur ies optrateurs ‘(P,). 
4. P-convexiti 
4.1. La notion de P-convexitk permet d’obtenir des solutions tltmen- 
taires globales B partir de solutions Clkmentaires semi-globales. 
Soient G un groupe de Lie et P un optrateur diffkentiel lirkaire sur G. 
Un ouvert Sz de G est dit P-convexe si, pour tout compact L de a, il existe 
un compact L’ de Q tel que, pour toute fonction $ E 9(Q), supp ‘P$ c L 
entraine supp $ c L’. 
Soient X une variCtk C” et P un opkrateur diffkrentiel l ntaire sur X. Un 
compact L de X est dit P-plein si, pour toute fonction t+h E 9(X), 
supp P$ c L entraine supp * c L. 
TH~OR%ME. Soit G un groupe de Lie dkombrable ir i’infini. Soit P un 
opkrateur dlffkrentiel IinCaire sur G tel que 
(i) tout compact de G est contenu dans un compact ‘P-plein de G. 
(ii) P a une solution klkmentaire sur tout ouvert relativement compact 
de G. 
Alors P a une solution dlkmentaire sur G et PC’=(G) = F(G). 
DPmonstration. ConsidCrons l’application 
f: ‘P 9(G) -+ Cc 
Y=‘P$hf(Y)=+(e). 
On montre que cette application qui est bien dkfmie (g&e A (ii)) est une 
forme linkaire continue sur le sous-espace ‘P 9(G), pour la topologie 
induite par celle de 9(G). En effet, pour tout compact L de G, il existe un 
compact ‘P-plein L’ de G, contenant L (d’aprh (i)), et un ouvert 
relativement compact U de G tel que L’ c U. Pour EU solution klkmentaire 
de P sur U (don&e par (ii)), ilexiste C > 0 et a E N tels que 
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En particulier, pour YYE ‘P 2?(G)ng(L) on a !P= ‘Pll/ avec Ic/ Em 
car L’ est ‘P-plein, etdone 
d’ou la continuite d $ 
D’apres le theoreme de Hahn-Banach, il existe un prolongement continu 
E de f a g(G), qui est une forme lineaire continue sur g(G). 
La distribution E ainsi construite est une solution elementaire globale de 
P sur G car, pour $ E g(G), on a 
Enlin l’egalite PY(G) = Cm(G) est un resultat classique demontrt par 
exemple dans [15, theoreme l-9, p. 1063. 
Ce resultat  ete obtenu independamment par G. Lion (non publie). 
4.2. COROLLAIRE. Soit G un groupe de Lie resoluble simplement connexe. 
Tout operateur dtfferentiel line’aire, bi-invariant sur G, non nul, a une solution 
Clementaire sur G et PCm(G) = C”(G). 
Demonstration. L’existence d solutions elementaires semi-globales est 
demontree dans [14, corollaire du theoreme II] et l’hypothese r lative aux 
compacts ‘P-pleins dans [4, theoreme 3.11. La P-convexitt de G a 
tgalement ete Ctablie dans [7, proposition 61. 
Rappelons que ce resultat n’etait connu que pour G exponentiel [6]. 
II. P-CONVEXIT& DE Hx K 
5. P-convexite de H x K et “convexitt! unijorme” de H 
5.1. Supposons desormais H resoluble simplement connexe et K com- 
pact connexe. La P-convexite du produit direct H x K correspond, par 
transformation de Fourier partielle sur K, a une propritte de “convexite 
uniforme” du groupe H, pour la famille des coefficients de Fourier partiels 
de l’operateur P, comme cela apparaitra dans la demonstration du 
theoreme suivant. 
THBOR~ME. Soient H et K deux groupes de Lie reels, H resoluble sim- 
plement connexe, K compact connexe, et soit G le produit direct H x K. 
Soit P un optrateur dtfferentiel lintaire, bi-invariant sur G, tel que chacun 
de ses coefficients de Fourier P, soit non nul. 
Alors tout compact de G est contenu dans un compact P-plein de G. 
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5.2. PROPOSITION. Soit H un groupe de Lie reel, rtksoluble, simplement 
connexe. Soit (Pi),. N une famille denombrable d ‘operateurs dtjJ&entiels 
lineaires, bi-invariants sur H et non nuls. Alors tout compact L de H est 
contenu darts un compact L, de H, qui est P,-plein pour tout jE N. De plus, 
si L = $ on peut prendre L, = 4. 
Cette proposition sera demontree dans les paragraphes 6 a 10. 
5.3. Remarque. Si H est nilpotent simplement connexe, on montre en 
fait l’existence, pour tout compact, d’une “enveloppe pleine” pour tout 
optrateur differentiel l ntaire bi-invariant surH, notion qui generalise c lle 
d’enveloppe convexe dans R”. L’hypothlse de denombrabilite portant sur la 
famille d’optrateurs dans la proposition 5.2 n’est en effet utile que dans l’un 
des quatre cas etudits dans la demonstration (cf. cas 3, paragraphe 9). Or 
le cas des groupes nilpotents e t contenu dans les cas l(a) et 4. 
5.4. Demonstration du theoreme 5.1. Soit L,, un compact de G. Mon- 
trons que L, est contenu dans un compact P-plein de G. 
11 existe un compact L de H tel que L, soit contenu dans L x K. D’apres 
la proposition 5.2 appliquee au groupe H, a la famille (P, ),, ER et au com- 
pact L de H, il existe un compact L, de H, qui contient L et qui est 
PA-plein pour tout A E Z?. 
Montrons que le compact L, x K, qui contient L,, est P-plein dans G. 
Soit $ Ed telle que supp P$ c L, x K. Par transformation de
Fourier partielle sur K, supp P$ c L, x K si et seulement si, pour tout 
A E k, supp PT( ., A) c L,, c’est-a-dire supp P, $( ., A) c L,. 
Le compact L, ttant P,-plein pour tout A E I?, on en dtduit que, pour 
tout A E I?, supp $( ., A) c L, ce qui equivaut a supp $ c L, x K, d’oti la 
conclusion. 
6. Schema de la demonstration de la proposition 5.2 
6.1. La demonstration dela proposition 5.2 se fait par recurrence sur la 
dimension de l’algebre d Lie h. 
Si n = 1, alors H est isomorphe a IF! et il suflit de prendre pour L, 
l’enveloppe convexe de L. 
Supposons dbormais n > 2 et que, pour tout groupe de Lie A4 resoluble, 
simplement connexe, de dimension inferieure ou &gale a n - 1, pour toute 
famille dtnombrable ( Pj),G N d’tlements non nuls de Z(m) et pour tout 
compact L de M, il existe un compact L, de A4 tel que L c L, et L, soit 
P,-plein pour tout jE N. 
La demonstration repose principalement sur deux idtes: 
- la premiere consiste a montrer que, dans certains cas, les 
operateurs P, consider& sur H sont en fait des operateurs sur un sous- 
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groupe M de H; un lemme (6.3) permet alors de dtduire la propriete 
voulue pour H de la proprieti analogue pour ce sous-groupe M; 
- la deuxieme utilise d s quotients de H par des sous-groupes a un 
parametre t on conclut alors grace a un lemme (6.4) dG a D. Wigner. 
6.2. Comme dans [17], nous allons envisager et traiter stparement 
differents ca . 
Soit H un groupe de Lie resoluble, simplement connexe, dont l’algebre 
de Lie h est de dimension . Soient C le centre de H et c l’algebre d Lie 
de C. 
Considtrons les quatre cas suivants: 
Cas 1. L’algebre d Lie h v&tie l’une des deux conditions suivantes: 
(a) il existe un ideal abelien Ide h, non nul et tel que I n c = (0). 
(b) h est nilpotente etson centre c est de dimension un. 
Cas 2. Le centre cde h est de dimension un, tout ideal abelien on nul 
de h contient c, certains d’entre-eux strictement, e  h n’est pas dans le cas 1. 
Cas 3. Le centre c est de dimension un et est le seul ideal abelien on 
nul de h, et h n’est pas nilpotente. 
Cas 4. Le centre c est de dimension superieure ou egale a deux. 
LEMME. Toute algthre de Lie r&soluble rtelle, non nulle se trouve duns 
l’un des quatre cas ci-dessus. 
DPmonstration. Soit h une algebre de Lie resoluble, reelle et non nulle. 
Si son centre c est de dimension suptrieure ou tgale a deux, alors h se 
trouve dans le cas 4. 
Supposons desormais que c est de dimension zero ou un. Si l’algebre d
Lie h est nilpotente, alors on centre cnest pas nul, done de dimension un 
et h verilie lacondition (b) du premier cas. 
Supposons maintenant que h n’est pas nilpotente. Etant resoluble etnon 
nulle, h a necessairement des ideaux abeliens I non nuls. Considerons par 
exemple la suite des algebres derivtes 
hr>Dhx xDYh~D~+‘h={O} avec DYh # (0). 
Alors I = DYh est un ideal abelien on nul de h. 
s’il existe un ideal abelien I non nul ne rencontrant pas le centre alors 
l’algebre de Lie h veritie lacondition (a) du premier cas. Ceci a lieu en par- 
ticulier sile centre c est nul. 
Supposons done le centre c de dimension un et que tout ideal abtlien 
non nul de h contient c. Alors, soit cest le seul ideal abelien on nul de h et 
h se trouve dans le cas 3, soit h verifie l s conditions du cas 2. 
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6.3. Avant de demontrer la proposition 5.2 dans chacun de ces quatre 
cas, enoncons trois lemmes. 
LEMME. Soit H un groupe de Lie simplement connexe. Soit M un sous- 
groupe analytique distingue de H et soit (PJ)jE N une famille denombrable 
d’operateurs dtfjferentiels lineaires, invariants a gauche sur M. Si tout com- 
pact de M est contenu dans un compact de M, Pi-plein pour tout je N, et si 
I’ensemble $ est P,-plein pour tout jc N (au sens de M), alors tout compact 
de H est contenu dans un compact de H, P,-plein pour tout jE N. De plus, le 
compact 4 est P,-plein pour tout je N (au sens de H). 
Demonstration. D’aprb [ 11, theoreme X11-1-2, p. 1353 H est 
isomorphe n tant que variete au produit M x (H/M). Tout element x de H 
s’ecrit done x = (m, ,?) avec m E M et i G H/M. Soit L un compact de H. 
L’idee de la demonstration est de considerer les deux projections Ic/: 
M x (H/M) + M et 7~: M x (H/M) + H/M et les images du compact L par 
$ et rc respectivement. 
$(L) est un compact de M. Par hypothese, ilexiste un compact L, de M, 
P,-plein pour tout jE N et tel que e(L) c L,. Alors I,-‘(L1) = L, x (H/M) 
est P,-plein pour tout js N. En effet, soient jE N et f E 9( H) telle que 
supp P, f c L, x (H/M). 
Pour i E H/M tixt, on a supp Pj f ( ., i) c L, . Or L, est P,-plein done 
suppf(-,i)cL,, d’od suppfCL, x(H/M). 
Considerons maintenant le compact L2 = z(L) et montrons que z-‘( L2) 
est P,-plein pour tout je N. Soient je N et f Eg(H) telle que 
supp P,.f c 7C’(L2). 
Pour xeH/M tel que x$L2, on a suppP,f(.,k)=$ d’oti 
supp f ( ., i) = $ pour i 4 L, (car l’ensemble $ est P,-plein au sens de M). 
On en deduit supp f c n - ‘(L,). 
Le sous-ensemble L, = I,~‘(L,) n zp1(L2) = L, x L2 est un compact de 
H, contient L et est P,-plein pour tout jE N (car intersection de deux 
ensembles qui le sont). 
Entin si L=$ on a L, =$. 
6.4. LEMME. Soit D un groupe a un parametre qui agit dtfferentiablement 
sur une variete V telle que la projection TC de V sur V/D soit un D-fib& prin- 
cipal. L’action d ‘un operateur dtyferentiel D-invariant P sur les fonctions 
D-invariantes d&nit un operateur dtfferentiel P, sur V,D. Alors si L est une 
partie P,-pleine de V/D, z-‘(L) est une partie P-pleine de V. 
Ce lemme, dQ a D. Wigner, est demontre dans [16, proposition 1,
p. 2611, dans le cas oti la variCt6 Vest un groupe de Lie et le groupe D est 
un sowgroupe distingue de V. La demonstration donnee dans [ 163 
s’adapte directement au cas plus general ci-dessus. 
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6.5. LEMME. Soit H un groupe de Lie simplement connexe. Soient D, et 
D, deux sous-groupes de Lie connexes de H, qui cornmutent entre eux et tels 
que D, nD, = {e,}, D, soit distinguk dans H, et DIDI fermk. Soit p,, 
je { 1, 2}, la projection canonique de H sur HIDi. Alors l’application p, x p2 : 
H-,(H/D,)x(H/D,) 
xf-+ (P,(x)9 PI(X)) 
est une application propre. 
DPmonstration. D’apres le thtoreme XII-l-2 de [ 11, p. 1351, il existe un 
relevement r de la projection p, tel que l’application 
(H/D,)xD, +H 
(u, d, 1 H r(u) d, 
soit un diffeomorphisme. Si l’on identifie H a ce produit, p x pz s’identifie 
d l’application (u, d,)i-r (u, v(u) d, D2) de (H/D,) x D, dans 
(H/D,) x (H/D,). 11 suflit done de voir que la restriction de pz g D, est 
propre. Or le groupe D, D, s’identifie a D, x D2 d’apres les hypotheses, 
d’ou le lemme. 
Remarque. Dans les applications de ce lemme, D, et D, seront don&s 
par leurs algebres de Lie d, et dz, avec d, contenu dans le centre de h, 
d, n d, = { 0}, et d, 0 d2 ideal abelien de h. Alors exp est un dif- 
feomorphisme de d, 0 d, sur D, D,, et les hypotheses du lemme sont 
vtriliees. 
Nous allons maintenant Ctudier separement chacun des quatre cas. 
7. Etude du cas 1 
7.1. L’algebre de Lie h est dans le cas 1 si elle vtrilie l’une des deux 
conditions: 
(a) il existe un ideal abelien Ide h, non nul et tel que I n c = (0). 
(b) h est nilpotente etson centre c est de dimension un. 
LEMME. Soit h une algebre de Lie de dimension finie sur un corps k com- 
mutatif, de caracthistique nulle. Soit YE h tel que son centralisateur h ’ soit 
de codimension un dans h. Alors si PE U(h) et [P, Y] = 0, on a P E U(h ‘), 
En particulier Z(h) c Z(hY). 
Rappelons la demonstration de ce lemme, qui se trouve dans [9, cf. 
lemme 9, p. 111. 
OPkRATEURS DIFFbRENTIELS INVARIANTS 279 
Dt!monstration. On raisonne par recurrence sur le degre m de 
I’optrateur P. 
Le resultat est evident si m = 0. 
Soit (X,, . . . . X,) une base de h telle que (X,, . . . X,) soit une base du cen- 
tralisateur h* de Y. 
Si P=CIENna,X”;l...XF alors 
[P, Y] = 1 a,[X’;‘, Y] e.. .X2. 
Notons, pour Jo N, U,(h) = (QE U(h) 1 deg Q < j}. On a [X3;‘, Y]= 
a,xy’-‘[A-,, Y] modulo U,, _ ,(h) d’ou 
cp, Yl =I a,~,xT1-‘x~2...x~Cx,, Y] modulo U, ~ ,(h) 
= 0. 
On en deduit asral =0 d&s que a1 + ... +a, =m et done P=Q+R avec 
QEU(h*), degQ= m et deg R dm - 1. Or d’apres l’hypothbe de 
recurrence, R E U(h ‘) d’od P E U(h ‘). 
L’inclusion Z(h) c Z(hY) est une consequence facile de ce qui precede. 
7.2. Ce lemme permet de demontrer la proposition 5.2 dans le cas 1. 
En effet si h verilie (b), soit (X, Y, Z, m) un quadruplet reduisant de h 
(cf. [S, p. 1501). Alors m est le centralisateur de Y, est un ideal de h (car m
contient [h, h]) et h= RX@m. On a done Z(h)c Z(m). 
Soit M le groupe de Lie simplement connexe d’algebre m. M est un sous- 
groupe distingue de H. On conclut alors en appliquant l’hypothbe de 
recurrence au groupe M, puis le lemme 6.3. 
Si h veritie (a), nous allons appliquer le lemme 7.1 a I’algebre d Lie 
complexiliee h, de h. 
7.3. h4ME. Soit h une algkbre de Lie rkelle. Alors h vkrl~ie (a) si et 
seulement si I’algtbre compl~xijiit!e h, admet un idPa de dimension un sur @, 
non ten tral. 
DPmonstration. Supposons qu’il existe un ideal abelien Ide h, non nul 
et tel que In c = (0). Alors, d’apres le theoreme de Lie applique a la 
representation adjointe de h agissant sur I, il existe A E I,, non nul et 2 E hz 
tels que [U, A] =I(U)A, pour tout UEhc. 
La forme lineaire 2 est non nulle car sinon nous aurions 
A E I, n cc = (0). Done @A est un ideal non central, de dimension un 
dans h,. 
Rtciproquement, siA = X+ iY engendre un ideal @A de h,, non central, 
on peut ecrire pour tout UE h c, [U, A] = A( U)A, ou la forme @-lineaire 
/z Eh: est non nulle. 
580/7712-4 
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On en dtduit, en separant les parties rtelles timaginaires, et en posant 
2 = cl + ip, 
[U,X]=cc(U)X-/?(U)Y 
[U, Y]=a(U)Y+fl(U)X 
pour tout UE h. 
En ecrivant ce systbme pour U = X on montre [X, Y] = 0. I = RX+ R Y 
est done un ideal abelien on nul de h. 
Enfin, s’il exitait Z E I n c, non nul, on aurait Z = aX+ b Y, avec 
a2 + b2 # 0. Alors, pour tout UE h, 
0= [U,Z] = [acc(U)+bB(U)]X+ [ha(U)-&(U)] Y. 
Si X et Y sont lineairement indtpendants, nous aurions c( = /?=O (car 
a2 + b2 # 0), c’est-a-dire 1~ 0 et A serait central. SiX et Y sont colineaires, 
alors Z serait un C-multiple de A et A serait done central. 
D’ou Inc={O}. 
7.4. Supposons done que l’algebre d Lie h verifie (a). D’apres le 
lemme 7.3, l’algebre d Lie complexifiee h, admet un ideal non central, de
dimension un sur C. Soit CY cet ideal. 
Alors ad Y(h,) = CY. L’application ad Y est done de rang un et le cen- 
tralisateur h,Y= ker(ad Y) de Y dans h, est de codimension un. 
De plus [hc, h,] c h,Y car il existe une forme lineaire non nulle IL Eh: 
telle que, pour tout U E h, on ait [U, Y] = i(U) Y. 
Comme U H ad U est une representation de h, sur CY, U H 14 U) est 
une representation de h, sur C, c’est-a-dire 
i([U, v])=i(u)~(v)-A(v)~“(u)=o 
pour tous U et V dans h,, d’ou [hc, h,] c ker i = h,Y. En particulier h,Yest 
un ideal de h,. 
D’apres le lemme 7.1, si PEZ(h.),’ alors PeZ(hi). 
De m&me, si Y= U+iV avec U et V dans h, alors P=U--iV a les 
memes proprietes que Y : C Y est un ideal non central de dimension un de 
h,, et hi est un ideal de codimension un de h,. On a done aussi PE U(hE), 
d’oit P E U(h,Y) n U(hE). 
Or U(h,Y) n U(h{) = U(h,Y n h:) comme cela se voit, grace au theoreme 
de Poincare-Birkhoff-Witt, en completant une base de l’intersection 
h,Y n hz en une base de la somme h,Y + h:. 
I Cf. note a la tin de l’article. 
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Mais h,Y = ker II et h{ = ker rZ, ou 1 est l’application @-lineaire d finie par 
X(X) = n(X), pour tout XE h, (Best le conjugue de X par rapport a h). 
Enfin ker ;I n ker X = (ker J n h), . 
Posons m = ker 2 n h. m est un sous-espace d codimension un ou deux 
de h, est un ideal de h car [h, h] c m et on a, d’apres ce qui precede, 
Z(h,) c Z(m,). 
Pour conclure il suflit alors d’appliquer l’hypothese d recurrence, puis le 
lemme 6.3, au groupe de Lie simplement connexe M d’algebre m.
7.5. Nous avons done la proposition: 
PROPOSITION. Soit h une algtbre de Lie r&soluble rt!elle vhfiant (a) ou 
(b). Alors il existe un idPa m de h, de codimension un ou deux et tel que 
Z(h) c Z(m). 
8. Etude du cas 2 
8.1. L’algebre de Lie h se trouve dans le cas 2 si son centre c est de 
dimension un, tout ideal abelien on nul de h contient c, certains d’entre- 
eux strictement, e  h nest pas dans le cas 1. 
Sous ces hypotheses I’algebre d Lie complexiliee h, possede un ideal 
abtlien de dimension deux sur C et contenant le centre c de h. 
En effet, h admet un ideal abelien on nul I, contenant strictement le
centre c. D’apres le theoreme de Lie, applique a la representation adjointe 
de h agissant sur le quotient I/c (I/c # {0}), il existe XE I,, non nul et non 
central, etdeux formes lineaires ;1et p sur h, tels que, si Z est une base de 
c, on ait [U, X] = A( U)X+ p( U)Z pour tout UE h,. 
Alors X et 2 engendrent un ideal abelien de h,, de dimension deux sur @ 
et contenant le centre cde h (done aussi cc). Notons desormais I, cet ideal. 
8.2. Si 1,/c, est un ideal central de h&z,, alors [I&+, h,/c,] = (O}, 
d’oh CIc, h,l = cc, CL &I = cc (car dime, =l et I, d cc) et 
[IX h,l =cc. 
11 existe done une forme lineaire p sur h, non nulle et telle que 
[X, U] = p( U)Z, pour tout U E h,. Soit YE h, tel que p( Y) = 1. On a 
h, =CY@kerp 
[X, Y] =z 
ker p = h,X. 
Nous sommes alors dans une situation a alogue a celle du quadruplet 
reduisant. Le centralisateur h,X est ici aussi un ideal de h, puisqu’il contient 
Ch hl. 
282 FRANCOISE BATTESTI 
On en deduit, grace au lemme 7.1, que si P E U(h,)’ commute a X, alors 
P E U(hE) et, si P est bi-invariant, P E Z(h,X). 
En considtrant les conjugues I,, F, F, ,2 et l’ideal m = ker p n h de h on 
conclut comme en 7.4 en montrant Z(h,) c Z(m,). 
8.3. Supposons done maintenant et jusqu’ a la fin de ce paragraphe, 
1,/c, ideal non central de h,/c,;. 
Nous avons alors, pour tout UE h,, 
[X, U] =i(U)X+p(U)Z 
ou I et p sont deux formes lineaires sur h,, A non nulle. Les deux formes 1 
et /A sont lintairement independantes, car s’il existait c E@ tel que p = ~2, 
on aurait pour tout UE h,, [X0, U] =2(U) X0, avec X0 =X+cZ, et X0 
engendrerait un ideal non central de dimension un de h,. Or ceci est 
impossible car d’apres le lemme 7.3, l’algebre d Lie h serait dans le cas 
l(a). 
11 existe done deux vecteurs Y et T de h, tels que 
[X, Y] =z 
[IX, T] = X. 
Soient n, le normalisateur de X dans h, (n, = ker p) et hg le cen- 
tralisateur de A’. On a h, = C Y @ n, et n, = hg @ CT. De plus n, est une 
sous-algebre de h,, @X est un ideal de n, et [A’, h,] c n,. 
PROPOSITION. Soient h une algthre de Lie rkelle et h, l’algthre de Lie 
complkxifike de h. Supposons qu’il existe YE h, tel que h, = a3 Y@ n, avec 
n,=hgCij@T, TE h,, 
h,X commutant de X E h, darts h,, Xf 0, 
[X, Y] =z oli Z # 0 appartient au centre de h, 
[X, T] = X. 
Notons X=ReX+iImX. 
(1) Si Re X et Im X sont colinkaires on peut supposer XE h. Dans ce 
cas, posons n = n, n h. Alors, si P E U(h) commute ir n, P s’krit P = Q + RX 
oti R E U(h) et Q E U(n) est central dans n modulo X, c’est-&dire I’image P, 
de Q dans U(n/RX) est dans le centre Z(n/RX). 
z Cf. note B la tin de l’article. 
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(2) Si Re X et Im X sont liniairement independants, posons n = 
n, n nR n h, oti x= Re X-i Im X et nR est le normalisateur de X dans h,:. 
Alors,siPEU(h)commutecin,etnz, Ps’e’crit P=Q+RReX+SImX, 
oli R, SE U(h) et QE U(n) est central dans n module Re X et Im X, c’est-ci- 
dire l’image P, de Q dans U(n/R Re X0 [w Im X) est dans le centre 
Z( n/R Re X 0 Fk’ Im X). 
(3) Dans les deux cas, I’application PH P, est injective sur le centre 
Z(h). 
Dkmonstration. Remarquons que, pour tout U E h,, on a [X, U] = 
?.(U) X + p( U)Z, oh A et p sont deux formes C-lintaires surh,, lineairement 
independantes, car A( Y) = 0, p( Y) = 1, A(T) = 1 et p(T) = 0. 
Commencons par dtmontrer (2). 
Soit (A,, . . . . A,) une base de n, telle que A, = T, A, = Z, 
A 3, . . . . A,, _ z E h& A,,- 1 = X, A, = F. Une telle base existe car X, X, Z et 
T sont lineairement indtpendants. 
Soit PE U(h), 
ou axPy6E@, et pour CIEN”-‘, a=(a ,,..., a .2), A”=A;IA’;2-.-A?-;. 
P a une ecriture unique de la forme 
P=Q+RX+Sx avec Q, R, SE U(h), 
R= 1 a,,,.,A”YBXI’ ‘, 
cc/J.; 
Q = 1 alPOO A ’ Y”. 
CC/J 
Alors, si P commute a X on a Q E U(n,).’ En effet, 
CX PI = LX Ql modulo U(h) X + U(h)X 
= z alPOOpA’Yfim ‘Z modulo U(h)X+ U(h)X 
= 0. 
On en deduit pazpoo = 0 c’est-a-dire aaPOO =O si B # 0; d’ou 
Q=La lOOOAz E U(n,) ( Y n’intervient pasdans l’tcriture de Q). 
’ Cf. note B la lin de I’article. 
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Si nR Zn,, on peut supposer [X, F] = 0 car il existe Y’ enx tel que 
Y’$ nr. Alors p( Y’) = 0 et p( P’) # 0. 
Posons p = y + i 6 ou y et 6 sont des formes C-lineaires sur h,, rtelles sur 
h et liniairement indtpendantes. Puisque i et p sont lineairement indepen- 
dantes, il existe deux vecteurs U et V de h tels que jL( U + iv) = 0, 
i.( u- iv) = 0, y(U) = $, 6(U) = 0, y(V) = 0, 6(V) = - $. 
Alors Y” = U + iV verifie 
[X, ,,,I =z 
[X, 8”]=0 
et Y” posdde les memes proprietes que Y. 
Supposonsdonc [X, P]=O. Alorsh, =@Y@CP@(n.nr~~)car yin, 
et n, = C F@ (n, n n,r). 
Par un raisonnement analogue au precedent, en prenant A n2 ~ z = F et en 
calculant [X, P], on en deduit que 7 n’intervient pas dans l’ecriture d Q 
et done Q E U(n). 
Si nx = n, alors n = n, n h et Q E U(n). 
Dans les deux cas, si de plus [n, P] = 0, alors pour tout U E n on a 
Cu,f’l=CU,Ql modulo U(h)X+ U(h)X 
=o 
d’ou [U, Q] E U(h)X+ U(h)X. Or [U, Q] E U(n) et 
(U(h)X+ U(h)X) n U(n) = U(n)X+ U(n)1 
= U(n) Re X+ U(n) Im X. 
d’ou [U,Ql~ll(n)ReX+U(n)IrnX. 
Considtrons l’application canonique 
(I: U(n) + U(n/LF! Re X0 [w Im X). 
On a, pour tout UEII, [$(U), tj(Q)] = $([U, Q])=O d’ou P, = 
G(Q) E Z(n/LR Re X@ Iw Im X). 
Pour dtmontrer la premiere partie de la proposition on raisonne comme 
dans le cas precedent en prenant une base A, ,..., A,,, de n, telle que A, = T, 
Az =Z, A,, . . . . A,, , Eh& A,, = X. Alors en ecrivant P E U(h) sous la 
forme P = Q + RX avec Q, R E U(h), X n’intervenant pas dans l’ecriture d
Q, on montre en calculant [X, P] que Q E U(n). 
Entin I’image P, = $(Q) de Q dans U(n/F2X) est dans le centre Z(n/RX) 
car pour tout UEn, $([U, Q])=O. 
Demontrons que l’application PI--+ P, est injective sur Z(h) dans le cas 
ou Re X et Im X sont lineairement indipendants. 
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Soit FEZ(h) tel que P,=O. Alors P=Q+RX+SX ou QEU(n), 
R, SE U(h) et 8 n’intervient pas dans l’ecriture d R. Puisque 
P, = $(Q) = 0 on a Q E U(n)X+ U(n)X et done Q = 0 d’aprb la definition 
de Q. 
Si RfO alors RX=RkXk+Rk+lXk+‘+ ‘.. +Rk+,Xk+’ avec R,#O, 
k 3 1 et les R, ne contiennent iX ni X. Alors, puisque [Xi, Y] = jXip ‘Z, 
on a 
[P, Y]=[R,, Y]X”+kR,Xk-‘Z+R’Xk+[S. Y]x 
ou R’ E U(h) (on a vu qu’on peut supposer [Y, X] = 0). 
Notons [S, Ylk , le terme de [S, Y] de degre k - 1 en X. P ttant bi- 
invariant sur H, on a [P, Y] = 0 et done kR, Xk - ‘Z + [S, Y]k _ 1 R= 0. 
Puisque X n’intervient pasdans l’ecriture de R et done de R,, on en 
deduit [S, Ylkp, = 0 et kRL Xkm ‘Z= 0 d’ou R, = 0 ce qui est contraire 
aux hypotheses. On a done R = 0 et P = SX. 
En calculant [P, Y] et en raisonnant sur les termes de plus petit degre 
en X comme ci-dessus, on en deduit S = 0 et done P = 0. 
Dans le cas ou Re X et Im X sont colineaires, alors P = Q + RX et les 
m&mes raisonnements que ci-dessus montrent que Q = R = 0. 
8.4. Pour demontrer l’existence de compacts de H, Pi-pleins pour tout 
,je N, revenons a l’algebre d Lie reelle h. L’element X de h, s’ecrit X=
ReXfiImXavecReX, ImXEh. 
Soit n la sous-algebre d h delinie dans la proposition 8.3: n = 
n, n nR n h si X et X sont lintairement independants et n = n, n h sinon. 
Soient N et D les sous-groupes de Lie de H d’algebres respectives n et 
IT! Re X + iw Im X. D est un sous-groupe abelien, distingue d N. 
Soit 71 la projection canonique de H sur l’espace homogene H/D. 
Soit P E Z(h). Par son action sur les fonctions D-invariantes, P induit un 
operateur differentiel P, sur l’espace homogene H/D, car P commute aux 
translations a droite par D (si FE Cz( H) est invariante par D, c’est-a-dire 
v&tie F(hd) = F(h) pour tous h E H et dE D, alors PF lest aussi). 
L’optrateur P, est defmi par 
(P,f)(hD) = PWn)(h) (3) 
pour tous f E C” (H/D) et h E H. 
D’autre part, d’apres la proposition 8.3, P est de la forme P= 
Q + R Re X + S Im X avec Q E U(n) et R, S E U(h). 
Orsi F~?(H)est D-invariante,alors (ReX)F=Oet (ImX)F=O, d’ou 
Won)(h) = Q(fon)V) (4) 
pour tous f E Cr( H/D) et h E H. 
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D etant distingue dans N, Q E U(n) induit un operateur P,, bi-invariant 
sur le groupe N/D d’apres la proposition 8.3, et donne par 
(Pof)W) = QU-0 n)(n) (5) 
pour tous f E C”(N/D) et n E N. 
On a done, en comparant (3) (4) et (5): 
(Pnf) I (N/I)) = powI (NlD,) 
pour toute fonction f E C&(//D). 
8.5. Appliquons maintenant ces resultats a la famille d’operateurs 
(Pj)j, N.
Pour j~lV, on note P,=Qj+RjReX+SjImX avec Qj~U(n) et 
Rj, S, E U(h), (P,)D l’operateur diffirentiel induit par Pi sur H/D, et (P,)() 
l’operateur bi-invariant i duit par Qj sur N/D. D’apres la proposition 8.3, 
les P, etant non nuls, il en est de m&me pour les Q,, les (P,), et les ( Pj),j. 
Alors, d’apres l’hypothese d recurrence appliqute au groupe N/D, tout 
compact de N/D est contenu dans un compact de N/D, (P,),-plein pour 
tout jE IV. On en deduit, comme dans la demonstration du lemme 6.3, en 
considerant localement H/D comme le produit de N/D par une sous- 
variete, que tout compact de H/D est contenu dans un compact de H/D, 
qui est (P,),-plein pour tout je N. Enlin, en appliquant le lemme 6.4, une 
ou deux fois uivant la dimension de D, on en deduit que tout compact de 
H est contenu dans un sous-ensemble d H, P,-plein pour tout je FU. 
Plus precidment, soit L un compact de H. Sa projection n(L) est un 
compact de H/D. D’apres ce qui precede, il existe un compact L, de H/D, 
(P,),-plein pour tout Jo N et contenant n(L). Alors n- ‘(L,) est un sous- 
ensemble de H, contenant L et P,-plein pour tout je N. 
8.6. Chaque P, s’ecrit deman&e unique Pj = ZxlQj od M, E IV et Qj est 
un operateur differentiel sur H, non divisible par Z. L’action de Q, sur les 
fonctions C-invariantes dtfinit un operateur (Q,)c, bi-invariant surH/C et 
non nul par definition de Qj. 
Soit p la projection canonique de H sur H/C. Appliquons l’hypothese d
recurrence au groupe H/C et aux operateurs (Q,),.: ilexiste un compact L, 
de H/C, contenant le compact p(L) et (Qj)c-plein pour tout j E N. D’apres 
le lemme 6.4, p ~ ‘(L,) est un sous-ensemble d H, Qj-plein pour tout je N. 
D’autre part pi. ‘(L,) est Z-plein. En effet, d’apres le thtoreme X11.1.2 de 
[ 111, H est diffeomorphe au produit (H/C) x C. Tout h E H s’ecrit h =
(h, z) avec h E H/C et z E C. Soit u E 9(H) telle que supp ZU c p- ‘(Lz). On 
a done Zu(h, z) = 0 pour h 4 L, et tout ZE C. On en deduit que, pour 
chaque h $ L,, la fonction z H u(h, z) est constante done nulle (car elle st 
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nulle a l’infini). D’ou u(/z, )= 0 pour h$ L, et tout ZE C, et done 
supp UC p-‘(L,). 
On en dtduit que p-l(L,) est Pi-plein pour tout Jo N, car si u~k@(H) 
verifie supp P,UC p-‘(L,) pour tout je N, alors supp Qiu c p-‘(L,) car 
p-‘(L,) est Z-plein, etsupp u c p-‘(L,) carp.-‘(Lz) est Q,-plein pour tout 
jc N. 
8.7. Considerons alors le sous-ensemble LH = 71 ‘(L,) n p- ‘(L2) de H. 
L, contient L, est vide si L Vest, et Pi-plein pour tout Jo N. 
Enfin L, est un compact de H d’apres le lemme 6.5 applique a H, 
D, = C et D, = D. Toutes les hypotheses du lemme sont vtrifiees d’apres 
6.5, remarque. 
8.8. R~SUMB “ALG~BRIQUE" DU CAS 2. Soit h une algebre de Lie reelle, 
resoluble etveriiiant les conditions du cas 2. Alors il existe un ideal abtlien 
I de h,, de dimension deux sur C et contenant le centre cc = @Z. 
(1) Si [I, ho] c CZ, alors il existe un ideal m de h, de codimension 
un ou deux sur R! et tel que Z(h) c Z(m). 
(2) Si [I, h,] d CZ, alors l’algebre de Lie h verifie l s hypotheses de 
la proposition 8.3. 
9. Etude du cas 3 
9.1. L’algebre de Lie resoluble h veritie l s conditions du cas 3 si elle 
n’est pas nilpotente, si son centre c est de dimension un et est le seul ideal 
abelien on nul de h. 
La demonstration de la proposition 5.2 sous ces hypotheses utilise d s 
methodes differentes d  celles employees dans les trois autres cas. On arrive 
en effet, dans ce cas, a donner explicitement lescrochets de h dans une base 
particuliere. 
On montre alors que si certains crochets sont non nuls, le centre Z(h) de 
I’algebre enveloppante complexifiee de h est contenu dans le centre Z(h’) de 
l’algebre enveloppante complexifiee d’un ideal h’ de h, distinct deh. 
Dans le cas contraire, on donne une realisation explicite du groupe H, 
on determine les gtntrateurs du centre de l’algebre enveloppante com- 
plexifiee, t on construit des fonctions non caracttristiques pourtous les 
operateurs de la famille (P,),, N. On con&t alors grace au thtoreme de 
Holmgren. 
9.2. LEMME. Soit h une algPbre de Lie reelle, rtsoluble, non nilpotente et 
telle que son centre c soit de dimension un et soit le seul ideal ah&lien on nul 
de h. Alors il existe une base (Z, X,, . . . . X,, Y,, .,,, Y,,,, T,, . . . . T,,) de h, telle 
que l’on ait p < m et, pour tout couple d ‘entiers (j, k), 1 < j < m, 1 < k < p, 
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[X;, Y,] = z 
C Tk > X,1 = l.,,c Y  
[Tk, Y,] = -&X, 
[ITk, T,l = a,$-, l<l<p 
oti les (xk, et Alk sent des nomhres rPels, I,,, = 6, si 1 < j < p (6, symbole de 
Kronecker); tous les autres crochets itant nuls. 
Demonstration. Pro&dons par &apes. 
Soit r le plus grand ideal nilpotent deh. 
Etape 1: r n’est pas abelien. Remarquons que r contient le centre c de h 
et l’algebre dtrivte [h, h] car l’algebre [h, h] est nilpotente. 
Le centre c, de r est non nul puisqu’il contient c # (0). 
Si r Ctait abelien, alors r serait un ideal abelien on nul de h et serait 
done tgal a c par hypothbe. On aurait alors [h, h] cc et 
Ch Ch, hll= {O), ce qui est exclu car h n’est pas nilpotente. On a done 
Cr, rl # {O}. 
De plus [r, r] n c, # {O). En effet, soit ((I%),, M la suite centrale d scen- 
dante de r. L’algebre  ttant nilpotente, non abtlienne, ilexiste un entier k
non nul tel que Ckr # {O} et Ck+ ‘r = [r, Ckr] = {0}, d’ou Ckr c c, et on a 
la suite d’inclusions 
rx[Cr,r]3 ... 3Ckr3CA+‘r={0}. 
Etape 2: On a I’igalite [r, r] =c. Posons v = [r, r] nc’ oti c’ = 
{XE~ 1 [X, r] cc}. On a v=c. En effet, v est un ideal de h car [r, r] et c’ 
sont des ideaux de h; v est abelien car c’ commute a [r, r] et enfm v est non 
nul car c, cc’ et [r, r] n c, # {O}. Comme par hypothese cest le seul ideal 
abelien on nul de h, on a v = c = [r, r] A c’ (en particulier, c c [r, r] f. 
D’autre part, l’algebre nilpotente r/c est abelienne. En effet, son centre st 
exactement c/c. Si r/c n’etait pas abelienne, on aurait [r/c, r/c] n c’/c # { 0} 
et done v/c# {0}, ce qui est impossible d’aprb ce qui precede. D’ou 
[r/c, r/c] = {0}, c’est-a-dire [r, r] c c, d’ou l’tgalitt voulue. 
Etape 3: r est une algPbre de Heisenberg. Soit p la projection canonique 
de h sur h/c, et soit f la forme bilineaire alter&e detinie sur r/c par 
rx Yl = f(P(W> P( Y))Z 
oti Z est une base de c et X, YE r. 
La forme f est bien dtfinie d’apres ce qui precede, et sa restriction .f I w a 
tout sous-espace h-invariant w de r/c est non degtneree. 
En effet, soit n, le noyau de ,f jw. 
n, = (Xew I VY EW,f(X, Y)=O}. 
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Alors p ‘(n,) est un ideal abelien de h, non nul car il contient c; p ‘(n,) 
est done Cgal a c, d’oti n, = (0). 
D’autre part, si l’on prolonge de facon naturelle f a l’algebre complexifiee 
(r/c)c, l’action adjointe de h, sur (r/c)c se diagonalise dans une decom- 
position orthogonale pour f: On en deduit, en revenant a l’algebre d Lie 
rtelle r/c, la decomposition 
r/c=r, Or, 0 ... @rm 
oti les rj, 1s j < m, sont des sous-espaces h-invariants, de dimension un ou 
deux, et orthogonaux pour J: 
La restriction f 1 I, de f a chaque sous-espace r,ttant non degenerte, f 1 T, 
est une forme symplectique sur rj qui est necessairement de dimension 
deux. 
Notons, pour jg { 1, . . . . m}, Hi = ppl(rj). Alors H, est un ideal de h (car 
r, est h-invariant), de dimension trois, nilpotent (car rj est abtlien, done 
[H,, Hi] cc) et de centre c (car le centre de Hj est un ideal abelien de h, 
contenant c). H, est done une algebre de Heisenberg de dimension trois, et
on a 
r=H, +H, + ... +H,,,. 
De plus, pour j, k E { 1, . . . . m}, [H,, H,] = 0 si j# k, car rj et rk sont 
orthogonaux pour f: 
Etape 4: Construction de la base de h. Soit je { 1, . . . . m}. D’apres le 
theoreme de Lie applique a l’action adjointe de h, sur (r,,)c, ilexiste 
W, E (Hj)c, W, 4 cc, dont la classe modulo cc est propre pour l’action de
h,. On a done, en particulier, pour tout TE h, 
[ T, W,] = - iAj( T) W, modulo cc 
ou li est une forme @-lineaire sur h,. 
Notons W, =X, + iYj, ou X,, Y, E Hj ne sont pas tous deux multiples 
de Z. 
En oubliant provisoirement I’indice j, on a [X, Y] E c = [H, H] et 
[X, Y] # 0 (sinon RX+ [w Y + c serait un ideal abelien de h, done egal a c 
et on aurait X, YE c et p( W) = 0). D’od [X, Y] = aZ, a E R, a # 0. 
Si l’on change W en p W, ,u E @, alors a est change en u 1 p 1’. On peut 
done supposer que a vaut 1 ou - 1. 
D’auwart, soit w= X- iY et soit 1 la forme lineaire sur C detinie par 
x(T) = 1(T) pour tout TE h,. Alors 
[ W, FP] = -2i[X, Y] = -2iuZ 
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et 
VTe h, [IT, Bq=i;i(T)W modulo cC, 
On a, pour tout TE h, 
[T, [IV, @]]=0=2a(i@T)-l(T))Z 
d’oti 
x( T) = E,(T). 
La forme linkaire I est done rtelle sur h. De plus, elle n’est pas identi- 
quement nulle sur h, car sinon on aurait [h, H] cc, RX+ c et [WY + c 
seraient des idCaux abkliens de h. 
On a, pour tout TE h 
[T,X]=A(T)Y modulo c 
[T, Y] = -l.(T)X modulo c 
avec (Z, X, Y) base de H, [X, Y] = UZ (oh a vaut 1 ou - 1). 
Sia=-1,onpermuteXet Ypourseramenerga=l :x’=Y, r’=X, 
alors [X’, Y’] = [Y, X] = Z et, pour tout TE h 
[T,X’]=i’(T)Y modulo c 
[T, Y’] = -i’(T)X modulo c 
oli l’(T)= -E,(T). 
On suppose dksormais a= 1. Alors (Z, X,, . . . . X,, Y,, . . . . Y,) est une 
base de r telle que, pour tous j, k E (1, . . . ml, k # j, [A’,, Y,] = Z, 
[X,, X,] = [Y,, Yk] = [X,, Y,] = 0. De plus, pour tout TE h, 
[T,Xj]=Aj(T)Yj modulo c 
[ T, Y,] = - ij( T)X, modulo c. 
done il existe deux formes lintaires pi et vj sur h, telles que, pour TE h, on 
ait 
CC xi1 = i,(T) Y, + P+ji( T)Z
[ T, Y,] = - A,( T) Xj + V,( T) Z. 
Soit p le rang des m formes Iintaires AI, . . . . ,I,,, (p d m). Quitte g modifier 
l’ordre des X, et des Y,, on peut supposer que I,, . . . . 1, sont lintairement 
indtpendantes. 
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Pour chaquejE { 1, . . . . p >, il existe T, E h tel que ,Ii( T,) = 1 et A,( T,) = 0 si 
1 <k < p, k # j. Alors 
CT,, $I= Y, +&T,)Z 
[ Ti, Yj] = -Xl + Vj( T,)Z 
et 
CT,, x,1 =dT,)Z 
CT,, Y,l = vdT;)Z 
si k E { 1, . . . p}, k # j. 
Or, changer X, en 7; = X, - vi( T,)Z et Yi en Yl = Y, + p,( Tj)Z donne 
[T,, Xl] = Y; 
[T,, Y;] = -X; 
et ne modilie pas les autres crochets car Z E c. 
Supposons done desormais, pour 1~ j< p, 
CT,, x,1 = Y, 
[IT,, Y l= -X,. 
De plus (Z, X,, . . . . X,,,, Y,, . . . . Y,, T,, . . . . T,,) est une base de h car on a 
les decompositions suivantes 
h=RT, Okeri, 
= RT, 0 RT, @ (ker 2, n ker ,I,) 
=RT, @RT,@ ... @RT,@ n ker%,. 
l</S/J 
Les formes lintaires I., etant de rang p et i,, . . . . ,I,, ttant lintairement 
independantes on a n,.i,,ker~i=n,.i.,ker~~. D’autre part, 
n,GiG,kerE.,=r. En effet, ker,Ii={TEhI [T,Hj]cc}, d’ou 
n,GjG,keri,={TEhl [T,r]Cc} doncrcn,GiG,kerlicar [r,r]=c. 
Reciproquement, soit X E n, G , G m ker A, et soit I= WC+ r. Alors I est un 
ideal de h (car [h, I] c [h, h] c r c I), nilpotent car [X, r] CC et [r, r] CC 
done [I, I] CC (en fait [I, I] =c); d’ou pour tout YEI, on a (ad Y)‘=O 
sur I. 
r Ctant le plus grand ideal nilpotent deh, on a I = r, d’ou l’egalite voulue 
et la decomposition de h: 
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A ce stade on a done une base (Z, X, , . . . . X,, Y, , . . . Y,,,, T , . . . T,) de h 
avec les relations, pour 1 < j<m, 1 <j’<m, j#j,, 1 <k<p, k# j, 
LX,, Y,l=Z 
[X,, X,.] = [Y,, Yr] = [Xi, Y,.] = 0 
[Tk, X,1 = Y/c 
[T,, Yk] = -x, 




[Tk, Yj]= -ij(Tk)X, +vj(Tk)Z 
si p+l<j<m. 
Or, pour k E { 1, . . . . p}, changer T, en Tk = Tk +x7+, (pj( Tk) Y,- 
\I,( T,)X,) donne, le terme j = k ttant absent de la sommation, 
[Tk,xjl=A,kyj 
[Tk, Y,] = 4,x, 
ou, pour k E { 1, . . . . p}, 
A,, = 6,, si l<j<p 
2, = lj( Tk) = Aj( Tk) si p+ldj<m. 
Notons dtsormais Tk = Tk. 
Alors (Z, X, , . . . . X,, Y, , . . . . Y,, T,, . . . . T,,) est encore une base de h. 
Soient k, IE { 1, . . . . p }; on a [ Tkr T,] E c. On verifie en effet aisement que, 
pour jE { 1, . . . . m}, 
On en deduit que [ Tk, T,] appartient A c,, done a c (car c, =c d’apres 
l’etape 3). D’ou [ Tk, T,] = a,,Z avec ak, E R. 
9.3. LEMME. Soit h une algPbre de Lie rtelle, de base (Z, X, , . . . . X,, 
Y,, . . . . Y,, T,, . ..> T,), avec les crochets 
[X,, Y,] = z 
CTk, x,l=J,kYj 
[ Tk, Y,] = -AjJj 
CTk, T,l=ak~Z 
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02 1 6 j < m, 1 6 k < p, 1 < I6 p, et les /2, et les akl sont des nombres reels; 
tous les autres crochets &ant nuls. Alors si les uk, ne sont pas tous nuls, il 
existe un id&al h’ de h, tel que h’ # h et Z(h) c Z(h’). 
DPmonstration. Posons I = (0 ;= , R 7’,) @ RZ. I est une sous-algebre de 
h car [I, I] c RZ. 
Soit P~z(h), P=&6N.,Q,61V’8’(5 oli Q,s EU(I), y=(y ,,..., yJ, 6= 
(6,) .. . 6,,), lV = W;l . . . Wp, IT’ = lT+ . . . W? et, pour jE { 1, . . . m}, 
W,=X,+iY,, W,=X,-iY,. 
Montrons qu’en fait Qyd E Z(I). Pour k E { 1, . . . . p} et jE ( 1, . . . . m} on a 
[T,, Wj] = -ii,, W, 
et 
[T,, w)‘] = -i(A, .y)W 
od HEN” et L, .y=E& ;C,ky,. De m&me 
[ Tk , wj] = il, v, 
et 
On en deduit 
= 0 car Pest bi-invariant, 
et done, pour tous y, 6 E N”, 
Pour y et 6 fixes, on a 
(6) 
Q,, =ZNR, +ZN+‘RN+, + ... +ZN+yRN+y 
avec RN # 0, q E N et ou les R, sont de la forme R, = C,, NP ai, T”. 
Le terme de plus petit de& en Z dans le membre de droite de (6) est 
& . (y - 6) ZNR, et dans le membre de gauche ZN[Tk, RN]. Or si le 
crochet [Tk, RN] est non nul, il est divisible par Z, d’ou 1, . (y - 6) = 0, et 
en reportant dans (6), [Tk, Q,,] = 0. 
Puisque l’optrateur Qyb commute aux champs de vecteurs T,, il est dans 
le centre Z(I) de U(1). 
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Pour terminer la demonstration, montrons Z(I) c Z(1’) ou I’ est un ideal 
de I, distinct de I. 
Pour tous T, T’ E I, on a [IT, T’] =f( T, T)Z oh f est une forme 
bilineaire alternee sur I, non identiquement ulle car il existe au moins un 
coefficient aklnon nul, par hypothese. Le choix d’une base canonique 
relativement a f montre que l’algebre I a une decomposition de la forme 
I = H 0 a ou H # {0} est une algebre de Heisenberg et a, sous-algebre 
abelienne de I, est le radical de la forme JI On a alors Z(1) = 
Z(H)@Z(a)=Z(H)@ U(a). Or le centre de l’algebre enveloppante com- 
plexifiee d’une algebre de Heisenberg H est engendrt par le centre de H, 
done ici par Z. On a done Z(1) c Z(I’) oti I’ = RZ@ a. 
Si l’on revient a l’operateur P de Z(h), alors P = xj,,d Qyd W’@” avec 
Q,& E Z(I’), done P E Z(h’) ou h’ est l’ideal de h engendre par I’ et les 
x 15 . . . . X,, Y,, . . . . Y,, (h’ est bien un ideal de h car, avec les notations du 
lemme 9.2, on a h’ = a + r et [h, h’] c [h, h] c r c h’). 
9.4. Pour demontrer la proposition 5.2 sous les hypotheses des 
lemmes 9.2 et 9.3, il suffit done d’appliquer l’hypothese d recurrence au
groupe de Lie simplement connexe H’ d’algebre d Lie h’ et a la famille 
tpj),, N. On conclut alors grace au lemme 6.3. 
I1 nous reste done a envisager le cas ou tous les coefficients elk, ont nuls. 
9.5. Soit H le groupe de Lie simplement connexe dont les elements ont 
de la forme ( z, X, y, t) avec z E R, x, y E R”’ et t E Rp, p 6 m, et muni de la 
loi donnee par (z, X, y, t)(z’, x’, I”, t’) = (z”, x”, y”, t”) avec 
1 ,,I I ml 
y’ = z + z’ + - C (-x, y; - X; yj) cos uj + - C (X,X; + J?, 4’;) sin u, 
2 ,= I 2 .I= 1
x/I = x, cos uj + y, sin U, + XI pour 1 Gj6m 
y; = y, cos u, - xi sin U, + ~1: pour 1 <jGm 
t;’ = I, + t; pour 1 <j<p 
od uj = C; =, Ajk t;, Alk e R et kik = djjk si 1 < j G p. 
Soit h l’algebre d Lie de H. Alors h a une base (Z, X,, . . . . X,, 
Y, , . . . . Y,, T, , . . . . T,,) telle que, pour 1 d j d m, 1 d k d p, 
Lx,, yjl =z 
CTk, J’jl=A,Y, 
[Tk, Y,] = -i&k’, 
tous les autres crochets Ctant nuls. 
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Soient Z, Xj, Y,, T,, pour 1 <j 6 m et 1 < k 6 p, les champs de vecteurs 
invariants a gauche correspondants. On a 
z=a; 
9.6. f.XMME. Soit h une algebre de Lie rPelle, de base (Z, X, , . . . . X,,, 
Y ,, . . . . Ym, T,, . . . . T,) (p<m), telle que, pour 16 j<m et 1 <k<p, on ait 
[X,, Y,]=Z 
[Tk, Xj]=Ivjk Yj 
CTk, Y/l = -J*jkX, 
avec ljk E R, Ajk = Sjk si 1 < j< p et tous les autres crochets nuls. Alors le 
centre Z(h) de I’algSbre nveloppante compl&ifiPe est engendrP par Ies 
operateurs Z et 2ZT, + ~,“=, ,Ijk(q + q), pour 1 <k < p. 
De’monstration. Soit S(h) l’algebre symetrique compltxifite de h et soit 
A la bijection canonique de S(h) sur U(h). La symetrisation 1 est un 
isomorphisme de h-modules, et le centre Z(h) de U(h) s’identifie a l’en- 
semble Y(h) des invariants du h-module S(h) (cf. [S, 2.4.11, p.821). 
Dans l’algebre symetrique on a, pour tous P E Y(h) et jE { 1, . . . m}, 
cP.XjITk$,~[7,,X,]+ f P[Yk,XjJ 
k k=, ayk 
=,~,~AJkYj-~Z=O. 
De meme, en calculant [P, Y,], 
(7) 







P = P(X, , . . . . X,, Y, , . . . . Y,,, , T, , . . . . T,,, Z) 
= Q(x: + Y:, . . . . x’, + y’,, T, , . . . . T,, Z) 
ou Q est un polynome de m + p + 1 variables. 
Notons aiQ la derivee de Q par rapport a la jieme variable. Alors, pour 
j = 1, . . . m, aP/a Y, = 2 Y, a,Q et l’egalite (7)s’ecrit pour j d p, 
aQ - = 22 diQ, 
aT, 
d’ou 
P=R(Xf+ Y:+2ZT ,,..., x’,+ Yf+2ZTp,X;+,+ r’,+ ,,..., X + Y’,,Z) 
ou R est un polynome de m + 1 variables. 
Pourj>,p+l etk<p,onadP/dY,==2Yja,RetaP/aT,=2za,R,d’ou 
(7) s’ecrit 
djR= i E”i~a!fR, p+l<j<m. 
k=l 
On en dtduit 
P= S 
( 
2ZT, + f &($ + q), . . . . 2ZT, + .f &,(x/’ + y/z), Z 
}=I ,= 1 > 
ou S est un polynome de p + 1 variables, d’ou le lemme en revenant dans 
Z(h) par la symetrisation. 
9.7. Le groupe H etant donnt explicitement, on va construire des 
fonctions on caracttristiques pourtous les operateurs P,, jE N. 
Pour k E { l,..., p} on a 
dk = 2a: an + f ijk[a:, + a;, + 4 (X,’ + $1 a! i- (Y, a,, - Xj a.“,) aSI 
,=I 
oti A, = 2ZTk + CT”=, Ajk(X; + T). 
Pour je N, notons 4, le symbole principal del’operateur Pi.Nous allons 
determiner une fonction f(z, x , , . . . . x, , y r , . . . . y, , t , , . . . tP) independante d  
je N et telle que, pour tout point d’un compact de H don& et tout Jo N, 
on ait oj(df‘) # 0. Or a, est un polynbme homogene de 2m + p + 1 variables 
et 
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D’apres le lemme 9.6, ai s’ecrit 
aj(df) = Q,j(fi, d,(d!, ...> ‘p(df)) 
ou Qj est un polynbme homogene de p + 1 variables. 
Imposons a la fonction f de verifier fl = 1 et pour 1 <k < p, fi, = 0. 
Alors si l’on pose, pour in { 1, . . . . m}, 
‘ltdf) =f”,, + f’.?, + $ Cx: + Yf) + Yifk! -xif.l,, 
on a, pour k = 1, . . . p, 
d,(df)= f lzik dj(df) et crj(df)= Rj(di(df)3 .‘.3 dh(df)) 
j= I 
od R, est un polynome homogene de m variables. 
La fonction f doit done verifier, pour tout j E N, 
o,(df)=Rj(‘i(df), ...y AA( f0. (9) 
9.8. LEMME. Soit ( Rj),E N une famille dhombrable de polyndmes non 
nuls, de m variables. Pour tout Gel R > 0 il existe m nombres Gels a,, . . . . a,,, 
strictement suphieurs ci R et tels que, pour tout je N, R,(af, .. . . a:) # 0. 
DPmonstration. Pour chaque je N, l’ensemble 
u, = {(t;, 9 ..., 5 ) E R” I Rj(5:, ...y ti) Z 0) 
est un ouvert dense de R”, car le polynome R, est non nul, par hypothbe. 
D’aprb le theoreme de Baire, l’intersection njc N U, est encore un sous- 
ensemble dense de II?“, done rencontre l’ouvert {(5,) .. . . 5,) E R” ( cl > 
R, . . . . <, > R} d’oti la conclusion. 
Remarque. L’hypothese de denombrabilite faite sur la famille 
d’optrateurs nest utile que pour assurer l’existence desreels a,, . . . . a, dans 
le lemme ci-dessus. 
9.9. Etant don& m nombres reels strictement positifs a,, . . . . a,,,, 
cherchons une fonction f veriliant, pour tout j E { 1, .,., m ) 
Ai = a;. (10) 
En coordonnles polaires 
5, = rj cos 6, 
yj = rj sin 0 I 
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I’tquation (10) s’ecrit 
1 1 
f:, +- f’i,+-r’- fk,=af. 
r: 4’ 
Si l’on suppose fk, = 0 pour tout Jo { 1, . . . . m}, alors f doit verifier 
f’:, + $ rf = a:, d’ou par exemple 
f’,, = &fqYf. 
Posons, pour jE { 1, . . . . m} et U E [ -ai, ajl, 
1 = Arcsin 5 + - sin (2 Arcsin u
2a, 2 % >I , 
Considtrons alors la fonction 
f(z, rl, . . . . rm, 01, . . . . O,, t,, . . . . fp) =z+ f ci(rj) 
j= I 
c’est-a-dire 
f(G x,, . . . . x,, y,: . . . . y,, t,, . . . . t/J = z + 2 F,(dm). 
,=I 
La fonction f est continue sur l’ouvert 
SZ={(z,x,y,t)E(W2m+p+1~Vj~{1,,..,~},~~~~<2aj,)yj~<2ai} 
et C” sur Q\Uy!, ((2, x, y, f)~lQ~~+~+’ /x, =y,=O). 
Soit g la fonction dtfinie sur l’ouvert Q par 
&, 4 YT 2) = Sk 4 Y, t) - 22 
pour tous z E R, x, y E R”, t E IR’. 
Alors pour k = 1, . . . p, on a 
A,(&) = d,(c’f), db(dg) = db(df) et, pour jE N 
a,(&) = QjC - 1, d r(dfh ...j dp(df )) 
= R:(~‘,(df), . . ..~240) (11) 
ou R/ est un polynome homogene de m variables, non nul car Z’, l’est. 
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9.10. Nous allons maintenant voir comment utiliser les fonctions f et g 
pour construire d s compacts de H, P,-pleins pour tout Jo FU. 
Soient L un compact de H et rc la projection canonique de H sur H/C oii 
C = exp II22 est le centre de H. Alors n(L) est un compact de H/C. 
Pour tout je-N, l’optrateur P,s’ecrit Pi= Z+P, oh aj E N et P,’ est un 
operateur bi-invariant par H et non divisible par Z. L’operateur (P,!),. 
induit par l’action de Pi sur les fonctions C-invariantes est done non nul. 
Appliquons l’hypothese d recurrence au groupe H/C et aux operateurs 
(P,!)c. 11existe done un compact L, de H/C, contenant n(L) et (PI),-plein 
pour tout jE N. 
D’apres le lemme 6.4, rr(- *(L,) est P,!-plein pour tout Jo N. D’autre part, 
par le m&me raisonnement que celui fait en 8.6, rt -‘(L,) est Z-plein. On en 
dtduit que IF’(L,) est P,-plein pour tout jE N. 
9.11. Les elements de H/C s’identifient aux triplets (x, y, t) E RZm+ p. 
Soit R > 0 tel que, pour tout (x, y, t) EL, , on ait ) xi 1 < R et J yi) < R pour 
l<j<m. 
D’apres le lemme 9.8 applique aux polynomes homogenes non nuls RjR; 
(produit de R, et R,‘, d&finis par (9) et (It)), il existe m nombres reels 
a,, . . . a, strictement superieurs a f R et tels que, pour tout jE FV, on ait 
R,(a;, . .. . u;) R;(a;, ... . a;) # 0. 
Les reels a,, . . . . a, Ctant ainsi choisis, oient f et g les fonctions definies 
en 9.9. Alors f et g verilient, pour tout Jo N, a,(&“) # 0 et a,(dg) # 0. 
Soit A > 0 tel que A > supL f et A > supL g. Considerons alors le sous- 
ensemble L, de H delini par 
Puisque A > sup, f et A > sup, g, on a L c L,. De plus, L, est vide si L 
Vest et L, est compact car l’ensemble {z E R ) 3(.x, y, t) E R2” + p, 
(z, x, y, t) E LH) est compact puisque les fonctions f et g sont majorees ur 
L H. 
Soit Jo FU. Pour montrer que L, est Pi-plein raisonnons par l’absurde. 
Soit 24 EB(H) telle que supp P,u c L, et supp u ~5 L,. 
Puisque supp P,ucn-‘(L,), on a supp uc~-~(L,) (car c’(L,) est 
P,-plein d’apres 9.10). On en deduit soit sup,Uppu f > A, soit SUP,,~~ u g > A. 
I1 existe done un point h, E supp u tel que l’on ait 
soit f(h,) > A et fWd= sup f 
SUPP u 
soit g(h) >A et gvb) = sup g* 
SUPP u 
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Supposons, par exemple, f(h,) > A et f(h,) = SUP,,~~~ f: Soit h, = 
(Z”, -yo, L’o, L.J. 
Si h, est tel que, pour tout k E { 1, . . . . m}, x& + y& # 0 alors la fonction f 
est C” sur un voisinage de h,. Or Piu = 0 hors de L, (supp Pjuc LH) 
done P,u = 0 au voisinage de h,. 
De plus, si f(h) >f(h,), alors u(h) = 0 car f(h,) = SUP,,~~~ f: Done 
d’apres le thtoreme de Holmgren, il existe un voisinage de h, tel que la 
fonction u soit nulle sur ce voisinage, ce qui est en contradiction avec 
h, E supp u. Dans ce cas on a done supp u c L,. 
Supposons done maintenant qu’il existe kE { 1, . . . m} tel que 
x& + & = 0. Soit 3 le vecteur de composantes 
(f l.(h,), ~1, . . . . ~mr 01, . . . . urn, f :,(h,)> . . ..f Jho)) 
= (1, U1, . ..) U,, 01, . . . . u,, 0, . ..) 0) 
avec, pour j E ( 1, . . . . m}, 
u, = fk,hJ 
vi = .fj.,M 
si xi, + &,#O 
et 
u, = uj 
si 
vi =o 
xi, + Yi, = 0 
(si xi, + y$ = 0, uj et 0 sont les d&iv&es partielles d  f en h,, par rapport a
x, et yj, dans la direction 8,= 0). 
Le vecteur 3 est non caracteristique po rtous les operateurs P,, je N. 
11 existe une sphere S passant par le point h,,, normale au vecteur 3 et 
telle que la boule B de frontiere S soit contenue dans l’ensemble 
{hEWf(h)2f(ho)l. 
Alors P,u = 0 au voisinage de h, car h, $ supp Pju, u = 0 a l’inttrieur de 
la boule B, done d’apres le thtoreme de Holmgren, il existe un voisinage de 
h, sur lequel u= 0, ce qui contredit l’hypothese h, E supp U. 
10. Etude du cas 4 
10.1. Supposons que le centre c de l’algbbre d Lie h est de dimension 
suptrieure ou Cgale a deux. 
Notations. Soient Z, et Z, deux elements lineairement indtpendants 
de c. 
Pour iE { 1,2} posons Di = exp RZi, Hi = HIDi. Hi est un groupe de Lie 
resoluble, simplement connexe, de dimension - 1. Soit pi: H -+ H, la pro- 
jection canonique. 
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Pour u E 9(H) on dtfinit UiE 9(Hi) par 
S(hoj)= j u(hZj) dZj 
0, 
oh dzi est une mesure de Haar sur Di. 
Si PE Z(h), l’action de P sur les fonctions D,-invariantes dtlini 
optrateur bi-invariant surH,, note Pi. 
Si f est Di-invariante, alors f verifie Zif = 0. 
Completons Z, en une base (X,, . . . .X’,-, , Z;) de h. Alors 
t un 
P= 
Q, + Q, Zi + . . . + QmZy oti les Q/ sont des elements de U(h) ne faisant 
intervenir que les X,. Avec ces notations on a Pi = Q,. De plus, pour 
24E9(H), (Pu), = PiUi. 
10.2. Soit (P,)lt N la famille d’optrateurs consider&e dans la 
proposition 5.2. Chaque operateur Pj s’ecrit Pj= ZpgQj,i oh in { 1, 2}, 
c(~,~ E N et Qj,i est un operateur differentiel b -invariant surH, non divisible 
par Zi, c’est-a-dire qui verifie (Q,,,), # 0. 
Soit L un compact de H. p,(L) est un compact de H,. D’apres 
l’hypothese d recurrence appliqute a Hi, ((Qj,i)i),, N et p,(L), il existe un 
compact Lj de Hi, (Q,,i)i-plein pour tout Jo N, vide si L lest et tel que 
p,(L) c L;. Alors, d’aprbs le lemme 6.4, pi ‘(L;) est un sous-ensemble d H, 
Qi,i-plein pour tout Jo N. Le m&me raisonnement qu’en 8.6 montre que 
p; ‘(Li) est Z,-plein, puis P,-plein pour tout jE N. 
Considerons alors le sous-ensemble L, = p; ‘(L,) n pi- ‘(L2) de H. L, 
contient L, est vide si L lest et est Pi-plein pour tout jE N. 
La compacite de L, vient, comme en 8.7, du lemme 6.5 applique au 
groupe H et aux sous-groupes D, et D,. 
III. CONDITION SUFFISANTE DE R~SOLUBILITI? GLOBALE 
11. D@initions et notations 
11.1. Soient h l’algebre de Lie de H et D”h=h~D’h~ . . . 3 
DYh 3 Dy+ ‘h = (0) avec DYh # (0) la suite des algebres derivees. Pour Jo 
(0, 1, . . . . q + 1 }, notons rj la codimension de Djh dans h. 
Soit (X, , . . . X,,) une base de h telle que, pour j E (0, 1, . . . q}, 
cx,+ 17 . ..T X,,) soit une base de Djh. 
Considerons, pour Jo { 1, . . . . n}, les endomorphismes a, de U(h) delinis 
par 
a,(xy ...x+g.x”;1 . ..x~~jxp”-‘x~.+l  ..xz. 
J+l 
Ces endomorphismes commutent entre ux et pour P E U(h), d, P est nul si 
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et seulement si Xj ne figure pas dans l’ecriture de P dans la base des X”. De 
plus, d’apres la proposition 1 de [14], l’endomorphisme ai est une 
derivation de U(h) si et seulement si X, n’appartient pas a Dh (done 
16 j<r,). Si je { 1, . . . . n} et c(E N’, notons i3’ l’endomorphisme d U(h) 
p = aql . . . a>. 
11.2. Introduisons une relation d’ordre R sur N” qui nous permettra de 
definir lanotion de “coefficients gagnants” d’un operateur. 
Posons, pour je (0, . . . . q}, s, = ri+, - ri. Alors n = c;=0 s, et N” = 
N’oxN.ylx . . xN%. On ecrit alors chaque CY = (a,, .  . . a,) E N”, a = 
(a(O), a(l), ... . a(q)) ok PourjE (0, . . . 41, a(j)= (a,,,, .. . . a,,+,)E N”‘. 
La relation d’ordre R est alors dtlinie de la facon suivante: on prend sur 
chaque N’J la relation d’ordre produit et, sur le produit N” = 
W x . . . x fV ‘y, l’ordre lexicographique correspondant. 
On a done, pour a, /I E lV”, crR/? si et seulement si a = /I ou s’il existe 
jE (0, . . . q} tel que ai = pi pour id rj et c(( j) < /I(j). Dans N”), g(j) < p(j) 
signifie a(j) </I(j) et cc(j) #B(j), ou encore, pour tout iE {rj + 1, . . . . rj+ ,I, 
a, G/J, et il existe kE {rj+ l,..., r,+,} tel que ak <flk. 
DEFINITION. Soit Q E U(h), Q = C,, rmn a,X” # 0 avec a, E C. Un coef- 
ficient ag de l’operateur Q dans la base des x* est un coefficient gagnant de 
Q si /I est un Clement maximal de l’ensemble {a E N” ) ?Q # 0}, pour la 
relation d’ordre R. 
Notons gag(Q) l’ensemble des /I E N” tels que al, soit un coefficient 
gagnant de Q. 
Pour Q E U(h) non nul, on a gag(Q) # $. 
11.3. Pour 2 E gag(Q) et je {O, 1, . . . . q}, l’operateur Q’ = 
a(x(O). .A /LO. -.“‘Q es un element non nul de U(D’+ ‘h). En effet, pour t 
16k6r,+,, on a ak Q’ = 0 puisque le multi-indice (cc(O), . . . . a(j), 0, . . . . 0) + 
(0, .. . . 0, 1, 0, . . . . 0) avec 1 a la kieme place, est strictement superieur a a au 
sens de la relation R, done Q’ E U(D j+ ‘h); et si Q’ etait nul ?Q le serait 
aussi, ce qui est exclu. C’est cette propritte qui motive l’introduction de la 
relation R.
En particulier, pour j = q, 8‘Q est la constante non nuile a! a, avec a! = 
a,!...a,! 
11.4. EXEMPLE. Pour H = Iw”, on a q = 0 et (X,, . . . X,) est une base 
quelconque de R”. Les champs de vecteurs associts a la base (Xi, . . . . X,,) de 
W sont les optrateurs a/ax,, .,., a/ax,, et les endomorphismes 8, de U(W) 
sont tous des derivations. On a U(W) = Z( KY) et les elements de Z(Rn) 
sont exactement les operateurs differentiels a coefftcients con tants. Dans ce 
cas, la relation d’ordre R est la relation d’ordre produit sur N”, puisqu’il 
n’ y a qu’une seule composante N”” (sO = r1 = n). 
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Soit QEZ(W), Q=c,,..a, (a/ax, )“I .. . (a/ax,)‘n. Les elements bE N R 
tels que I fl I= PI + . . . + /?, soit maximal pour l’ordre usuel de R, appar- 
tiennent a gag(Q) car la fonction c1 w 1 CI 1de N” dans N est une fonction 
croissante. Cette propritte des /I correspondant aux termes d’ordre 
maximal est fausse db que H # II?‘. 
D’autre part, il existe des coefficients gagnants qui ne correspondent pas 
a des termes d’ordre maximal. 
Par exemple, si n = 2 et 
Q=a$+b&+c+ 
I 2 ax,a x2 
on a gag(Q)= {(2,0), (43)). 
Les coefficients gagnants de Q sont done a et c et seul c correspond a un 
terme d’ordre maximal. 
11.5. EXEMPLE. Soit H le groupe de Heisenberg de dimension 3. Alors 
l’algebre de Lie h a pour base (X, Y, Z) avec [X, Y] = Z, 
[X,Z]=[Y,Z]=0.0naDh=RZetD2h={0},d’otiq=1. 
Soit Q E U(h) donne par Q = aXY + bXY2Z + cX4Z + dYZ4. Alors 
gag(Q) = { (4,0, l), (1,2, l)} et les coefficients gagnants ont b et c. 
Les coefficients correspondant aux termes d’ordre maximal sont c et d, 
et, parmi eux, seul c est gagnant. 
11.6. Pour QeU(h), Q#O, Q=c,tN”a,X”, on pose 
IIQll’= c Ia,l. 
1 E !mclQ) 
(Rappel: IIQII =LeNn 14.) On a IIQIl’>o. 
12. Une condition suffisante 
12.1. THI~OR~ME. Soient H et K deux groupes de Lie rkels, H r&soluble 
simplement connexe, K compact connexe et soit G le produit direct H x K. 
Soit P un opkrateur d$fkrentiel liniaire, bi-invariant sur G, et soient P, ses 
coefficients de Fourier partiels. Sipour tout A E I? I’opPrateur ‘(P,) est non 
nul et s’il existe une constante A > 0 et un entier nature1 a tels que 
pour tout A E I?, alors I’optrateur P a une solution Plkmentaire sur G et 
PC”(G) = Cm(G). 
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Remarque. Cette condition suflisante est tres proche de la condition 
necessaire trouvee en 3.1 (cf. 3.2, remarque 4). En particulier, pour un 
optrateur P tel que, pour chaque ,4 E k, tous les coefficients de ‘(P,) soient 
gagnants, on a (I ‘(P,) I/‘= I/ ‘(P,)(I et la condition ecessaire est aussi 
suffisante. 
12.2. Soit h une algebre de Lie. Pour m E N, notons Z,(h) le sous- 
espace de Z(h) forme des optrateurs bi-invariants parH, d’ordre inferieur 
ou Cgal a m. 
LEMME. Soit H un groupe de Lie rholuble, simplement connexe, 
dhlgPbre de Lie h. Pour tout ouvert relativement compact U de H et tout 
entier nature1 m, il existe une constante A >O telle que, pour tout 
Q E Z,(h)\(O), on ait 
II Q II’ . II 1.4 II/,u d A II Qu II /,u 
pour tout 1 E N et toute fonction uE 9(U). 
Dimonstration. 11 sufht de demontrer l’intgalite du lemme pour l= 0: 
on en deduira le lemme en appliquant une telle intgalite a X”u (c( E Nn), au 
lieu de u, compte tenu de QX’=X”Q, en sommant sur tous les a de 
longueur infirieure ou &gale a 1. 
D’autre part, le nombre total de coefficients dun operateur differentiel 
d’ordre inferieur ou egal a m etant major& par un nombre qui ne depend 
que de m et de la dimension, il s&it d’ttablir l’inegalitt du lemme pour 
chacun des coefficients gagnants a, de Q. Soit done a montrer que, pour 
tout ouvert relativement compact U de H et tout entier nature1 m, il existe 
une constante A > 0 telle que, pour tout Q E Z,,,(h)\{ 0) et tout M E gag(Q), 
on ait 
VUE9(U), I a, I . II uII L! G A II QU II cl’ 
Nous allons montrer que cette propriete du groupe H se deduit de la 
m&me propriete pour le groupe derive DH; cela permettra, H ttant 
resoluble, de se ramener au cas trivial oti H = (e}. 
Supposons done l’inegalite vraie pour DH. 
Etape 1. Soit (X, , . . . . X,) une base de h choisie comme en 11.1 et, en 
conservant les m&mes notations, ic1= (c(i) . . ..tl,,, c1,, + i, . . . . a,), posons R = 
a(xb .. %, )Q. 
Puisque tl Egag(Q), R est un element non nul de U(Dh) (cf. 11.3). De 
plus, on deduit de la proposition 1 de [ 141 que R est bi-invariant par H, 
d’ou R E Z(Dh) et mCme R E Z,(Dh) (car deg R d deg Q). 
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Posons CC= (c(,,+r, . . . . c(,)E NH-“. Par definition des coefficients 
gagnants on a R # 0 et CI’ E gag(R). On peut done appliquer le lemme au 
groupe derive DH, a l’optrateur R E Z,(Dh)\{O) et a a’ E gag(R). 
D’oh, pour tout ouvert relativement compact V de DH, il existe une con- 
stante A, >O, independante de R et telle que 
vu E 9(V), I b,. I. II J II v6 A, II Ru II v
oti R = CpSc Nnmr, b,.X’“’ avec x’ = (X,, +1, . . . . X,). Et puisque Q = 
CBEN,,apXPet R=~l;l...d:;~Q,onab,,=a,!...a,,!a,Za,donc 
vu E q If), I~,I~Ilull.~~, IIWI.. 
Etupe 2. On en deduit que pour tout ouvert relativement compact U 
de H, il existe une constante A2 > 0, independante de R, telle que 
pour toute fonction 2.4 E 9(U). 
En effet, soient U et V deux ouverts relativement compacts de H et DH 
respectivement, V tel que (V ’ . U) n DH c V. 
Pour UE 9(U), on montre alors que uh ESS( V), ou uh est la fonction 
definie sur DH par U,,(X) = u(k), pour h E U. 
Le passage de l’inegalite pour l’ouvert V et ie groupe DH, a une intgalitt: 
du m&me type pour I’ouvert U et le groupe H, se fait en integrant l’intgaht6 
pour DH sur l’ensemble d s classes des elements de U modulo DH (cf. [14, 
p. 2431). On obtient l’intgalite 
laxI. II4Iu <A, IIW, 
od la constante A, est indtpendante de R puisqu’elle vaut 
A2 =A, 
oti A, dtsigne la fonction module du groupe H. 
Etape 3. La derniere ttape consiste a montrer une inegalitt dela forme 
IIRuIIudA~ IIQull, 
pour toute fonction uE 9(U), od la constante A, > 0 est independante de 
l’operateur Q. 
Pour je { 1, . . . T,}, on a d’apres la demonstration du theoreme 1 [14, 
P. 2361, 
II 8jQu /I u G 2mC,,, II Qu II u
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avec C,, = sup U 1 fj 1, od fj est une fonction C” sur H, A valeurs rkelles t
telle que, si h = RX,@ hi, alors Xi fi = 1 et XS, = 0 pour XE h,. 
On en dkduit, puisque R = a;’ ... a;;lQ, 
d’oti 
11 Ru 11 u < (2m)“’ + ‘.’ +“‘1 C;!,/ .. . C:;!,, IIQu (I u
IIWludA, IIQd, 
oti la constante A, ne dkpend que de l’ouvert U et des entiers m et n. En 
regroupant les intgalitb obtenues aux &tapes 2 et 3, on obtient 
I4dlulludA IIQ4lo 
oti la constante A = A, A, > 0 ne dk.pend que de l’ouvert U et des entiers m 
et n. 
12.3. LEMME. Soit H un groupe de Lie et soit U un ouvert relativement 
compact de H. Soit Q sZ(h)\{O} tel qu’il existe une constante A >0 telle 
9*e 
II *II /,u G A II ‘Qu II /,u (12) 
pour tous 1E N et uE9( cl). 
Alors I’opPrateur Q a une solution Mmentaire E sur U. De plus, il existe 
une constante B > 0 et un entier nature1 , ne d&pendant que de l’ouvert U et 
tels que 
I(-&~)ldABIl~ll,,, (13) 
pour toute fonction u E 9(U). 
Dkmonstration. Si eH $ U, alors la distribution identiquement nulle 
E z 0 est solution klkmentaire d Q sur U, car sur U on a 6, G 0, et 
l’iniigalitt: (13) est satisfaite pour toute constante B > 0. 
Supposons done eH E U et considlrons l’application 
4: ‘Q 9(U) --t @
‘Qu H u(eH). 
Cette application est bien dtfinie car l’opkrateur ‘Q est injectif 
(‘Qu = 0 * u = 0 d’aprks l’intgaliti: (12)). On montre que 4 est une forme 
linkaire sur ‘Q 9(U), continue pour la topologie de 9(U) dtfmie par les 
semi-normes II u(I ,,“, IE N (cf. la remarque suivant le lemme 3 dans [ 14, 
p. 2381). 
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D’aprh le thtoreme de Hahn-Banach, il existe un prolongement continu 
E de 4 a 9(U), qui verifie (13). Alors E E SY( U) et QE = 6,. 
12.4. Dkmonstration du thPorPme 12.1. Montrons d’abord que 
l’operateur P a une solution eltmentaire sur tout ouvert relativement com- 
pact de G. Soit 52 un tel ouvert. 11 existe un ouvert relativement compact U 
de HtelqueQcUxK. 
Si m = deg P, alors, pour chaque ,4 E K, on a deg’ (P,,) < m et, P etant 
bi-invariant par G, ‘(P,) est bi-invariant par H, done ‘(P, j E Z,(h). 
D’apres le lemme 12.2 applique a I’ouvert ZJ, a l’entier m et a la famille 
(‘(PA))..f? (‘(P, )# 0), il existe une constante A 1 > 0 (ne dependant que de 
U et de m) telle que 
pour tous .4E$leN et uEg(U). 
On en deduit alors, grace au lemme 12.3 que, pour /i E $ l’operateur P, 
admet une solution Cltmentaire E, sur U et qu’il existe une constante B > 0 
et un entier nature1 (ne dependant que de l’ouvert U) tels que 
l(E,~~)l$l,;;~,l, II~II,,u A 
pour tous n E B et 24 E9(U). 
Or, par hypothese, ilexiste une constante A > 0 et un entier nature1 a tels 
we 
pour tout /i E k. 
En regroupant (14) et (15), on obtient 
pour tous n E R et u E 9(U). 
On en dtduit alors, grace au thboreme 2.1, que l’operateur P a une 
solution Clementaire sur l’ouvert U x K et done sur Q. 
D’autre part, tout compact de G est contenu dans un compact ‘P-plein 
de G. En effet, pour tout n E K, l’operateur ‘(PA) est non nul, done d’aprts 
la relation (1) il en est de m&me de (‘P),. On peut done appliquer le 
theoreme 5.1 a l’optrateur ‘P. On con&t alors grace au theoreme 4.1. 
Note. (1) Dans tout cet article, si g est une algebre de Lie, U(g) et Z(g) 
dtsignent respectivement I’algebre enveloppante complexifiee et le centre de 
celle-ci. Dans la suite de ce paragraphe t contrairement a la convention 
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ci-dessus, si g, est une algbbre de Lie complexe, U(g,) et Z(gJ dksignent 
respectivement l’alghbre enveloppante t son centre (et non les com- 
plkxilits). 
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